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Общая характеристика работы
Пусть G — произвольная группа. Для любого слова w = w(x1, . . . , xn) ∈ Fn

свободной группы Fn можно задать вербальное отображение

w̃ : Gn → G

следующей формулой:

w̃
(
(g1, . . . , gn)

) def
= w(g1, . . . , gn).

Иными словами, мы подставляем gi вместо xi в слово w.
Актуальность и степень разработанности темы. Свойства вербальных

отображений исследуются в теории групп в течение многих лет. Они связаны с
различными теоретико-групповыми задачами. Ярким примером здесь являет-
ся проблема О. Оре, которая на языке вербальных отображений эквивалентна
проблеме доказательства сюръективности отображений w̃ для конечной простой
группы при w = [x1, x2].

В последние 10-15 лет сильно возрос интерес к вербальным отображениям
простых (и полупростых) алгебраических групп и их групп точек над различ-
ными полями. Здесь отправной точкой является теорема А. Бореля:

Вербальное отображение w̃ : Gn → G полупростой алгебраической группы
G доминантно для w 6= 1.

Однако уже в работе А. Бореля был приведен пример

w = x2, G = SL2(C)

несюръективного вербального отображения. Тем не менее, из теоремы Бореля
следует сюръективность вербального отображения для полупростой алгебраи-
ческой группы в случае, когда

w(x1, . . . , xn) = w1(x1, . . . , xk)w2(xk+1, . . . , xn),

т.е. слово w представляется в виде произведения двух слов от независимых
переменных (здесь нумерация переменных может быть произвольной). Следует
отметить, что проблема описания сюръективных и несюръективных вербальных
отображений простых алгебраических групп полностью решена только для слов
вида w = xn, w = [x1, x2]. Например, для простейшей группы PGL2 над полем
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характеристики ноль нет ни одного примера несюръективности нетривиальных
вербальных отображений. Исследования сюръективных вербальных отображе-
ний простых (полупростых) алгебраических групп интенсивно продолжаются в
течение последних лет.

Еще труднее проблема сюръективности вербальных отображений становит-
ся для групп вида G = G(K), где G — простая (полупростая) алгебраическая
группа, определенная над полем K. Здесь можно указать множество примеров
несюръективности. Однако сюръективность часто удается доказать, если слово
w раскладывается в произведение

w = w1w2 · · ·wk

достаточного числа слов с независимыми переменными. Получению оценок для
различных k были посвящены работы А. Шалева, А. Люботского, М. Ларсена,
М. Либека, П.Х. Тьеппа и др. По аналогии с проблемой Варинга из теории чи-
сел, эти исследования получили название “Проблемы Варинга для вербальных
отображений групп”.

Исследования такого типа естественно разбиваются на несколько случаев,
сильно различающихся как по результатам, так и по методам исследования:

1. поле K бесконечно и группа G расщепима (группа Шевалле);

2. поле K бесконечно и группа G изотропна, но нерасщепима;

3. поле K бесконечно и группа G анизотропна;

4. поле K конечно;

5. поля специального вида K = R,Qp, и т.д.

В данной работе мы в основном рассматриваем случай 1. и, отчасти, случаи
2. и 5.

Для простой односвязной алгебраической группы G, определенной и рас-
щепимой над бесконечным полем K, Хэем-Ларсеном-Шалевым был получен
следующий важный результат:

Теорема. Пусть G = G(K) и пусть w = w1w2w3w4 ∈ Fn – произведение че-
тырех слов от независимых переменных. Тогда любой нецентральный элемент
группы G содержится в образе вербального отображения w̃.
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Цель исследования — описание сюръективных вербальных отображений
групп K-точек простых алгебраических групп, определенных и расщепимых
(изотропных) над бесконечным полем. Для достижения цели поставлены сле-
дующие задачи:

1. Рассмотреть ситуацию, описанную в теореме Хэя-Ларсена-Шалева и рас-
пространить этот результат на случай слов, раскладывающихся в произ-
ведения трех слов от независимых переменных (исключая случаи групп
типа B2 и G2);

2. Получить результат, аналогичный описанному выше, для групп типа B2

и G2;

3. Рассмотреть вербальные отображения для слов, раскладывающихся в про-
изведение двух слов с независимыми переменными;

4. Рассмотреть случай изотропной, но нерасщепимой группы над телом и
получить результаты о коммутаторной ширине.

Теоретическая и практическая значимость работы. Полученные ре-
зультаты важны как для понимания природы вербальных отображений, так и
для структурной теории алгебраических групп.

Методы исследования. В данной работе применялись как стандартные
методы теории алгебраических групп, так и некоторые специальные методы
этой теории: разложения Гаусса с заданной полупростой частью, теория пересе-
чений регулярных классов, сопряженных с клетками Брюа, теория специальных
элементов Кокстера и др.

Научная новизна. Все полученные результаты являются новыми в теории
алгебраических групп. Мы улучшаем результат Хэя-Ларсена-Шалева, а так-
же получаем ряд результатов о вербальных отображениях, соответствующих
произведению двух слов с независимыми переменными. В последней главе мы
рассматриваем также случай изотропной, но нерасщепимой группы над телом.

Степень достоверности. Все утверждения диссертации снабжены подроб-
ными доказательствами, которые основаны на хорошо известных результатах
теории алгебраических групп.

Апробация работы. По теме исследования было прочитано три доклада:
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1. Е. А. Егорченкова. Вербальные отображения групп Шевалле над беско-
нечными полями// Семинар кафедры алгебры РГПУ им. А.И. Герцена,
Санкт-Петербург, Россия. 19.04.2019;

2. Е. А. Егорченкова. Вербальные отображения групп Шевалле над беско-
нечными полями// Городской алгебраический семинар им. Д.К. Фаддеева.
ПОМИ, Санкт-Петербург, Россия. 13.05.2019;

3. Е. А. Егорченкова. О коммутаторной ширине группы SLn над телами//
International Workshop ”Actual Problems of the Theory of Algebraic Groups”.
Herzen University, Saint Petersburg, Russia. 16.09.2019-18.09.2019.

Положения, выносимые на защиту.
В теоремах 1, 2 и 3 G — это простая односвязная группа, определенная и

расщепимая над бесконечным полем K, G = G(K) — группа K-точек группы G,
Z(G) — центр G, Im w̃ — образ отображения w̃. Пусть

w1 = w1(X1, . . . , Xk) ∈ Fk,

w2 = w2(Y1, . . . , Yl) ∈ Fl,

w3 = w3(Z1, . . . Zm) ∈ Fm —

три нетривиальных слова с независимыми переменными, где Fk, Fl, Fm — сво-
бодные группы ранга k, l и m соответственно. Тогда

w := w1w2w3 ∈ Fk+l+m —

нетривиальное слово от переменных {Xp}, {Yq}, {Zr}.
Теорема 1. Пусть G — простая односвязная группа, определенная и рас-

щепимая над бесконечным полем K, и пусть G = G(K). Положим, что G не
является группой типа B2 или G2. Пусть, далее,

w̃ : Gk+l+m → G —

соответствующее вербальное отображение. Тогда

G \ Z(G) ⊂ Im w̃.

Теорема 2. Пусть w = w1w2 — произведение двух нетривиальных слов с
независимыми переменными. Тогда
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1. любой регулярный расщепимый полупростой элемент из G принадлежит
Im w̃, если G — группа типов Ar, Cr, G2 или K — совершенное поле, у
которого dimK 6 1;

2. любой регулярный унипотентный элемент из G принадлежит Im w̃, ес-
ли G — группа типа Ar или K — совершенное поле, характеристика
которого не является плохим простым числом для G и dimK 6 1.

Здесь dimK — когомологическая размерность K.
Теорема 3. Пусть G — группа типа B2 или G2. Тогда

B n0B ⊂ Im w̃,

где w = w1w2w3 — произведение трех нетривиальных слов с независимыми
переменными.

Здесь Bn0B — большая клетка Брюа группы G = G(K), а Im w̃ — образ
вербального отображения

w̃ : Gk+l+m → G.

Теорема 4. Пусть K — поле характеристики ноль, а H — простая ал-
гебраическая группа, определенная над полем K. Предположим, что H — изо-
тропная, но не обязательно расщепимая группа. Пусть, далее, H = H(K) и
w = w1w2 ∈ Fn — произведение двух нетривиальных слов с независимыми
переменными. Тогда любой унипотентный элемент поля K лежит в образе
вербального отображения w̃ : Hn → H.

ПустьD — некоммутативное тело,D∗ = D\{0}— мультипликативная группа
D, [D∗, D∗] — коммутаторная подгруппа D∗,

En(D) =
〈
tij(λ) | 1 6 i 6= j 6 n, λ ∈ D

〉
,

где tij(λ) — (ij)-трансвекция, Z
(
En(D)

)
— центр En(D).

Теорема 5. Пусть w =
∏k

i=1[xi, yi] и пусть

w̃ : D∗2k → D∗ —

соответствующее вербальное отображение. Далее, пусть

w̃ : GLn(D)2k → En(D) —
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вербальное отображение на GLn(D), соответствующее тому же слову w.
Предположим, что w̃(D∗2k) = [D∗, D∗]. Тогда

w̃
(
GLn(D)2k

)
⊃ En(D) \ Z

(
En(D)

)
.

Если n > 2, то
w̃
(
En(D)2k

)
⊃ En(D) \ Z

(
En(D)

)
.

В частности, если каждый элемент из [D∗, D∗] является коммутатором
элементов из D∗, то каждый нецентральный элемент из En(D) является
коммутатором элементов из En(D).

Объем и структура работы. Текст диссертации изложен на 73-х страни-
цах. Он включает в себя введение, три главы и заключение. Список литературы
состоит из 30-ти наименований.

Результаты глав 1 и 3 были опубликованы в совместных работах с научным
руководителем. При этом научным руководителем были сформулированы за-
дачи и указаны некоторые приемы (например, разложение Гаусса с заданной
полупростой частью), использованные в его предыдущих работах. Также при
написании работы были использованы некоторые методические указания ру-
ководителя. Все формулировки и доказательства, приведенные в диссертации,
были получены диссертантом самостоятельно.
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Содержание работы
В первой главе “Произведения трех вербальных отображений простых рас-

щепимых алгебраических групп” рассматривается ситуация из теоремы Хэя-
Ларсена-Шалева.

ПустьK — поле. Любую алгебраическую группуH надK мы отождествляем
с группой H(K), где K — алгебраическое замыкание K. G — простая односвяз-
ная алгебраическая группа, определенная и расщепимая над K, G = G(K) —
группа K-точек группы G.

Пусть

w1 = w1(X1, . . . , Xk) ∈ Fk,

w2 = w2(Y1, . . . , Yl) ∈ Fl,

w3 = w3(Z1, . . . Zm) ∈ Fm —

три нетривиальных слова с независимыми переменными, где Fk, Fl, Fm — сво-
бодные группы ранга k, l и m соответственно. Тогда

w := w1w2w3 ∈ Fk+l+m —

нетривиальное слово от переменных {Xp}, {Yq}, {Zr}. Основным результатом
этой главы является следующая теорема:

Теорема 1 Пусть G — простая односвязная группа, определенная и рас-
щепимая над бесконечным полем K, и пусть G = G(K). Положим, что G не
является группой типов B2 и G2. Пусть, далее,

w̃ : Gk+l+m → G —

соответствующее вербальное отображение. Тогда

G \ Z(G) ⊂ Im w̃.

Здесь Im w̃ — образ вербального отображения w̃.
Мы доказываем этот результат редукцией к некой параболической группе P

из G с фактором Леви, простые компоненты которого имеют тип Ar. Далее, мы
используем теорему Лева о произведении трех регулярных классов сопряжен-
ных элементов группы SLn(K), n > 2 и лемму Вассерштайна-Виланд o произ-
ведениях трех нецентральных классов подобия для групп SL2(K). Также, мы
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используем представление элемента расщепимой простой группы в разложении
Гаусса с заданной полупростой частью.

Результат теоремы нельзя прямо распространить на случаи B2 и G2 с помо-
щью методов, что мы используем в первой главе. Группы этих типов рассмат-
риваются в следующей главе.

Во второй главе “Произведения двух вербальных отображений простых
расщепимых алгебраических групп. Случай групп типа B2 и G2” мы рассмат-
риваем вербальные отображения для слов, которые раскладываются в произве-
дение двух слов с независимыми переменными. Пусть G — простая односвязная
алгебраическая группа, определенная и расщепимая над K, G = G(K) — группа
K-точек группы G. Для группы G мы получаем следующий результат:

Теорема 2 Пусть w = w1w2 — произведение двух нетривиальных слов с
независимыми переменными. Тогда

1. любой регулярный расщепимый полупростой элемент из G принадлежит
Im w̃, если G — группа типов Ar, Cr, G2 или K — совершенное поле, у
которого dimK 6 1;

2. любой регулярный унипотентный элемент из G принадлежит Im w̃, ес-
ли G — группа типа Ar или K — совершенное поле, характеристика
которого не является плохим простым числом для G и dimK 6 1.

Здесь dimK — когомологическая размерность K.
Далее, в этой главе мы рассматриваем простые односвязные группы G типов

B2 и G2, определенные и расщепимые над бесконечным полем K. Для расще-
пимой группы G имеется разложение Брюа

G =
⋃

w∈W
B nw B,

где B — K-определенная подгруппа Бореля группы G и nw — фиксированный
прообраз элемента w группы Вейля W в NG(T ) — нормализаторе соответству-
ющего максимального K-расщепимого тора из G.

Используя пункт 1 из теоремы 2, мы получаем аналогичный теореме 1 ре-
зультат для больших клеток Брюа:

Теорема 3 Пусть G — группа типов B2 или G2. Тогда

B n0B ⊂ Im w̃,
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где w = w1w2w3 — произведение трех нетривиальных слов с независимыми
переменными.

Здесь B n0 B — большая клетка Брюа группы G = G(K), а Im w̃ — образ
вербального отображения

w̃ : Gk+l+m → G.

Также во второй главе мы рассматриваем группы над полями характери-
стики ноль. С помощью теоремы Морозова-Джекобсона и пункта 2 из теоремы
2 мы получаем следующий результат:

Теорема 4 Пусть K — поле характеристики ноль, а H — простая ал-
гебраическая группа, определенная над полем K. Предположим, что H — изо-
тропная, но не обязательно расщепимая группа. Пусть, далее, H = H(K) и
w = w1w2 ∈ Fn — произведение двух нетривиальных слов с независимыми
переменными. Тогда любой унипотентный элемент поля K лежит в образе
вербального отображения w̃ : Hn → H.

В третьей главе “Произведение коммутаторов полной линейной группы над
телом” мы рассматриваем случай изотропной, но нерасщепимой редуктивной
группы G = GLn(D), где D — некоммутативное тело.

Пусть En(D) — группа, порожденная трансвекциями GLn(D). Мы рассмат-
риваем следующее вербальное отображение:

w̃ : GLn(D)2k → En(D),

где

w =

k∏
i=1

[xi, yi].

Мы получаем следующий результат о коммутаторной ширине:
Теорема 5 Пусть w =

∏k
i=1[xi, yi] и пусть

w̃ : D∗2k → D∗ —

соответствующее вербальное отображение. Далее, пусть

w̃ : GLn(D)2k → En(D) —

вербальное отображение на GLn(D), соответствующее тому же слову w.
Предположим w̃(D∗2k) = [D∗, D∗]. Тогда

w̃
(
GLn(D)2k

)
⊃ En(D) \ Z

(
En(D)

)
.
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Если к тому же n > 2, тогда

w̃
(
En(D)2k

)
⊃ En(D) \ Z

(
En(D)

)
.

В частности, если каждый элемент из [D∗, D∗] является коммутатором
элементов из D∗, тогда каждый нецентральный элемент из En(D) является
коммутатором элементов из En(D).

Так как любой элемент z группы Z
(
En(D)

)
можно представить как произ-

ведение двух нецентральных элементов g ∈ En(D) \ Z
(
En(D)

)
и g−1z, то из

теоремы 5 получаем
Следствие 1 Если w̃(D∗2k) = [D∗, D∗] для w =

∏k
i=1[xi, yi], то

ω̃
(
GLn(D)4k

)
= En(D)

для ω =
∏2k

i=1[xi, yi]. При этом

ω̃
(
En(D)4k

)
= En(D),

если n > 2.
Если любой нецентральный элемент группы En(D) является произведени-

ем k коммутаторов, то любой неединичный элемент группы En(D)/Z
(
En(D)

)
является произведением k коммутаторов. Действительно, образ w(g1, . . . , gm) в
En(D)/Z(D) совпадает с элементом w(ḡ1, . . . , ḡm), где ḡi – это образ элемента
gi ∈ En(D) в En(D)/Z

(
En(D)

)
. Единичный элемент также является произведе-

нием k коммутаторов (например, коммутирующих элементов). Таким образом,
получаем из теоремы 5

Следствие 2 Если w̃(D∗2k) = [D∗, D∗] для w =
∏k

i=1[xi, yi] и n > 2, то

w̃

((
En(D)/Z

(
En(D)

))2k)
= En(D)/Z

(
En(D)

)
.

Если мы обозначим через lD∗
(
[D∗, D∗]

)
коммутаторную ширину [D∗, D∗] в

D∗, а через l
(
En(D)/Z

(
En(D)

))
— коммутаторную ширину En(D)/Z

(
En(D)

)
,

тогда следствие 2 дает нам следующее неравенство

l
(
En(D)/Z

(
En(D)

))
6 lD∗

(
[D∗, D∗]

)
(n > 2).

Остается открытым вопрос о представлении любого нецентрального элемен-
та простой группы En(D)/Z

(
En(D)

)
в виде единственного коммутатора.
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