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Общая характеристика работы

Актуальность и степень разработанности темы. Данная работа посвя

щена исследованию задач динамической оптимизации векторного критерия в

упорядоченных пространствах. Подобные постановки возникают во многих ак

туальных задачах современной теории управления.

Одной из наиболее распространённых проблем теории управления яв

ляется задача оптимизации управления заданной динамической системой в

силу заданного функционала качества. Её свойства и методы решения хорошо

изучены и широко применяются на практике. К последним относится метод ди

намического программирования Р. Беллмана, позволяющий находить решения

в форме обратной связи, исследовать задачи с помехой в уравнении динами

ки, а также строить синтез управлений по наблюдениям состояний системы,

в том числе не полным.

Теория многокритериальной оптимизации занимается исследованием за

дач минимизации и максимизации значений векторного критерия в частич

но упорядоченных пространствах. Такие постановки предполагают наличие

нескольких независимых равнозначных функционалов качества и требуют

отыскания или, по крайней мере, аппроксимации всего множества миними

заторов или максимизаторов рассматриваемого векторного критерия. Для

сравнения двух векторов чаще всего используется паретовский порядок, опре

деляемый выпуклым конусом 𝐷 = R𝑝
+:

∀𝑥 ̸= 𝑦 ∈ R𝑝 : 𝑥 ⩽ 𝑦 ⇔ 𝑦 ∈ 𝑥+𝐷.

Множество неулучшаемых значений векторного функционала принято назы

вать его границей Парето.

Основные результаты, полученные в этой области, формулировались в

терминах статической оптимизации. В то же время, задачи динамической опти

мизации управления при многомерном критерии были недостаточно хорошо

изучены.
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Одним из подходов к решению подобного рода задач является скаля

ризация векторного функционала за счёт рассмотрения свёртки компонент

многомерного критерия. Однако этот подход в большинстве случаев не позволя

ет отыскать всю рассматриваемую границу Парето. Кроме того, с точки зрения

интерпретации решения, могут нарушаться предположения о равнозначности

компонент векторного критерия для лица, принимающего решение.

Альтернативным способом получения решения могла бы стать дискрети

зация рассматриваемой системы по времени и сведение задачи динамической

оптимизации к серии статических задач. При подобном подходе существен

ным становится вопрос точности производимых вычислений. При исследовании

движения системы на достаточно длинном временном промежутке полученное

решение может оказаться весьма далёким от оптимума.

Предполагается, что предложенный в настоящей работе подход позволит

уменьшить указанную погрешность при расчётах на практике и при этом со

хранить предположение о независимости и равнозначности рассматриваемых

критериев. В его основе лежит классический гамильтонов формализм, обобщён

ный с использованием результатов теории многокритериальной оптимизации

для случая векторного функционала, принимающего значения в частично упо

рядоченном пространстве.

Целью данной работы является проведение исследования задач динами

ческой векторной оптимизации и последующее описание методов их решения.

Указанные методы должны позволять описать всю границу Парето значений

функционала качества и её эволюцию во времени.

Методология и методы исследования. Основные результаты по

лучены с использованием методов теорий дифференциальных уравнений,

управления, а также многокритериальной оптимизации.

Научная новизна работы заключается в том, что впервые получен

аналог классического уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана для векторного

функционала качества. Для его обоснования использован аппарат, разработан

ный автором. Все доказанные в работе утверждения получены впервые.
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Основные положения, предлагаемые на защиту:

1. Векторный гамильтонов формализм, позволяющий разрешить задачу

оптимизации управления динамической системой для векторного кри

терия качества.

2. Метод построения гарантированных точечных оценок для задачи

векторной динамической оптимизации в дискретном времени, позволя

ющий отыскать конечное число точек истинной границы Парето.

3. Возможность нарушения классического неравенства между минимак

сом и максимином в случае векторного критерия. Необходимое условие

нарушения основного минимаксного неравенства.

4. Выполнение обратного минимаксного неравенства для класса отобра

жений с разделяемыми переменными.

Личный вклад. Постановка задачи, а также построение векторного

аналога классического гамильтонова формализма для её решения были предло

жены научным руководителем. Формулировки основных утверждений, а также

их доказательства, были получены автором.

Апробация работы. Результаты работы были представлены в виде до

кладов на следующих конференциях:

– конгресс IFAC-2020, Берлин, Германия, 2020 (дистанционный формат);

– научная конференция «Тихоновские чтения 2019», Москва, Россия, 2019

[8];

– международная конференция «Устойчивость, управление, дифференци

альные игры» (SCDG2019), Екатеринбург, Россия, 2019 [9; 11];

– международная научная конференция «Современные проблемы матема

тики и механики», посвященная 80-летию академика В. А. Садовничего,

Москва, Россия, 2019 [7];

– Ломоносовские чтения-2018, секция «Вычислительная математика и ки

бернетика», Москва, Россия, 2018 [10].

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены

в 11 печатных изданиях, 3 из которых изданы в журналах, рекомендованных
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ВАК, 3 — в периодических научных журналах, индексируемых Web of Science

и Scopus.

Объём и структура работы. Диссертация состоит из введения, четырёх

глав, заключения и одного приложения.

Полный объём диссертации составляет 93 страницы, включая 14 рисунков.

Список литературы содержит 46 наименований.

В первом разделе первой главы вводятся основные определения, исполь

зуемые в данной работе.

Второй раздел первой главы посвящён суперпозиции векторных миниму

мов. Обсуждаются условия, при которых внесение одного оператора взятия

векторного минимума Min𝐵 внутрь другого Min(𝐴 + 𝐵) сохраняет образ, а

именно:

Min(𝐴+Min𝐵) = Min(𝐴+𝐵),

а также условия, при которых указанная операция возможна. Условия, при ко

торых полученные результаты будут справедливы в пространствах с порядком,

отличным от паретовского, рассматриваются в третьем разделе.

Вторая глава посвящена исследованию задач динамической векторной

минимизации для систем с дискретным временем и жёсткими (мгновенными)

ограничениями на управление. В первой части формулируется постановка

задачи оптимизации векторного критерия в форме Майера-Больца для указан

ных систем, вводятся определения множества достижимых значений критерия

и векторной функции цены 𝒱(0,𝑥0), ставящей в соответствие начальной по

зиции системы границу Парето значений функционала качества в конечный

момент времени 𝑇 .

Во второй и третьей частях второй главы проводится исследование

свойств указанной векторной функции цены, демонстрируется, что для неё
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выполняется векторный аналог классического принципа оптимальности (полу

групповое свойство) в следующем виде:

𝒱(0,𝑥0) = Min

{︃
𝑡∑︁

𝑠=0

ℒ(𝑠, �̄�𝑠, �̄�𝑠) + 𝒱(𝑡+ 1,𝑥𝑡+1[�̄�])

⃒⃒⃒⃒
⃒�̄� = {�̄�𝑠}𝑡𝑠=0, �̄�𝑠 ∈ 𝒫𝑠

}︃
.

На основании этого свойства для введённой векторной функции цены получен

векторный аналог уравнения Беллмана в форме⎧⎨⎩𝒱(𝑡,𝑥) = Min {ℒ(𝑡,𝑥,𝑢) + 𝒱(𝑡+ 1, 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢))|𝑢 ∈ 𝒫𝑡} , 𝑡 = 𝑇 − 1, . . . ,0,

𝒱(𝑇,·) = 𝜙(·).

Четвёртая часть второй главы посвящена условиям применимости

метода. Удалось показать, что для справедливости полученных результатов

достаточно существования решения исходной задачи. Доказано, что метод

применим в том числе и для векторных функционалов качества в форме

Майера-Больца, у которых терминальная часть представлена векторной инди

каторной функцией:

ℐ𝑇 (𝑥) =

⎧⎨⎩ {0}𝑝, 𝑥 ∈ 𝑇,

{+∞}𝑝, 𝑥 ̸∈ 𝑇,

где 𝑇 — заданное конечное множество.

В пятой части на примере одномерной линейной системы с двумерным

критерием демонстрируется, что полученное векторное уравнение Беллмана но

сит необходимый, но не достаточный характер. В связи с этим предлагается

метод гарантированного оценивания, позволяющий отыскать точные точечные

оценки исходной границы Парето при одновременном понижении вычислитель

ной сложности совокупной задачи.

В заключительной части второй главы обсуждается вопрос примени

мости полученных результатов в пространствах с произвольным заданным

отношением порядка. Демонстрируется, что векторные аналоги принципа оп

тимальности и уравнения Беллмана справедливы, когда соответствующая

структура доминирования 𝐷 = const постоянна.
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Третья глава посвящена исследованию задач динамической векторной

минимизации для систем с непрерывным временем и жёсткими (мгновенными)

ограничениями на управление, заданными непрерывной по Хаусдорфу компак

тозначной функцией 𝒫(·). В качестве критерия качества так же, как и во второй

главе, рассматривается векторный функционал в форме Майера-Больца.

В первой и второй её частях по аналогии с дискретными системами при

водится постановка задачи оптимизации и вводится векторная функция цены

𝒱(𝑡,𝑥). Приводятся основные её свойства, а также демонстрируется, что для неё

выполняется векторный аналог принципа оптимальности в следующем виде:

𝒱(𝑡0,𝑥
0) = Min

⎧⎨⎩
𝑡∫︁

𝑡0

ℒ(𝜏, �̄�[𝜏 ], �̄�(𝜏))𝑑𝜏 + 𝒱(𝑡, �̄�[𝑡])

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒�̄�(𝜏) ∈ 𝒫(𝜏)

⎫⎬⎭ .

Третья часть третьей главы содержит вывод векторного аналога урав

нения Гамильтона-Якоби-Беллмана для введённой функции цены в форме

эволюционного уравнения:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
lim
𝜎→+0

1

𝜎
ℎ

⎛⎝𝒱(𝑡, 𝑥),Min

⎧⎨⎩
𝑡+𝜎∫︁
𝑡

ℒ(𝜏, �̄�[𝜏 ], �̄�(𝜏))𝑑𝜏 + 𝒱(𝑡+ 𝜎, �̄�[𝑡+ 𝜎])

⎫⎬⎭
⎞⎠ ,

𝒱(𝜗,·) = 𝜙(·).

В четвёртой части этой главы исследуются условия применимости ме

тода. Доказано, как и для дискретного случая, что полученные результаты

справедливы всегда, если определено решение исходной задачи, то есть иско

мая граница граница Парето не пуста.

В пятой части этой главы рассматривается вопрос применимости пред

ложенного векторного гамильтонова формализма к задачам достижимости и

разрешимости (для систем как с непрерывным временем, так и с дискретным).

Демонстрируется, что прямые и попятные множества достижимости могут быть

построены с использованием векторной функции цены специального вида. Дока

зано, что такое решение будет совпадать с классическим решением, получаемым

в рамках скалярного гамильтонова формализма.
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В заключительной части третьей главы рассматривается вопрос обоб

щения полученных результатов на случай пространств с отношением порядка,

отличным от паретовского, приводятся соответствующие формы принципа мак

симума и уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана.

В четвёртой главе рассматриваются соотношения между минимаксом

и максимином для векторзначных отображений, зависящих от двух независи

мых параметров.

В первой части главы вводятся операторы векторного минимакса и макси

мина для отображений указанного вида. Формулируются основное и обратное

векторные минимаксные неравенства.

Во второй части доказывается необходимое условие нарушения основно

го минимаксного неравенства. Приводятся две его формулировки: более общая

и специфичная для паретовского порядка.

В третьей части четвёртой главы векторные минимаксные неравен

ства исследуются на примере двух классов отображений, возникающих при

решении линейно-квадратичной задачи оптимизации векторного критерия.

Для класса отображений с разделяемыми переменными вида

𝑆(𝑢,𝑣) = Φ(𝑢) +Ψ(𝑣)

устанавливается выполнение обратного минимаксного неравенства (вне зависи

мости от области определения и рассматриваемых отображений Φ(·) и Ψ(·)):

Min𝑢Max𝑣𝑆(𝑢,𝑣) ⩽ Max𝑣Min𝑢𝑆(𝑢,𝑣).

Для класса билинейных отображений вида

𝐵(𝑢,𝑣) = [⟨𝑢,𝐵1𝑣⟩ , . . . , ⟨𝑢,𝐵𝑝𝑣⟩]′

в общем виде получено достаточное условие справедливости основного мини

максного неравенства.

Четвёртая и пятая части четвёртой главы содержат примеры, иллю

стрирующие полученные соотношения.
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