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ã. Äîëãîïðóäíûé, Èíñòèòóòñêèé ïåðåóëîê, ä. 9.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå è íà ñàéòå Ìîñêîâñêîãî
ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà (ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà):

https://mipt.ru/education/post-graduate/soiskateli-fiziko-matematicheskie-nauki.php

Ðàáîòà ïðåäñòàâëåíà ¾25¿ èþëÿ 2021 ã. â Àòòåñòàöèîííóþ êîìèññèþ ôåäå-
ðàëüíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî àâòîíîìíîãî îáðàçîâàòåëüíîãî ó÷ðåæäåíèÿ âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ ¾Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò (íàöèîíàëü-
íûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò)¿ äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñîâåòîì ïî çàùèòå
äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà íàóê, äîêòîðà íàóê â
ñîîòâåòñòâèè ñ ï. 3.1 ñò. 4 Ôåäåðàëüíîãî çàêîíà ¾Î íàóêå è ãîñóäàðñòâåííîé
íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé ïîëèòèêå¿.

https://mipt.ru/education/post-graduate/soiskateli-fiziko-matematicheskie-nauki.php


Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ðÿäà ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, ëåæàùèõ íà
ñòûêå öåíòðàëüíûõ ðàçäåëîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè � òåîðèè ãðàôîâ, òåî-
ðèè ãèïåðãðàôîâ è êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè. Íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäå-
ëåíèÿ.

Ãèïåðãðàôîì íàçûâàåòñÿ ïàðà H = (V,E), ãäå V � íåêîòîðîå êîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî, à E � ñîâîêóïíîñòü ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà V .
Ìíîæåñòâî V îáû÷íî íàçûâàþò ìíîæåñòâîì âåðøèí, à ñîâîêóïíîñòü E �
ìíîæåñòâîì ðåáåð ãèïåðãðàôà. Ãèïåðãðàô íàçûâàåòñÿ n-îäíîðîäíûì, åñëè
â êàæäîì ðåáðå ñîäåðæèòñÿ ðîâíî n âåðøèí. Â ÷àñòíîñòè, ãðàô � ýòî 2-
îäíîðîäíûé ãèïåðãðàô. Ðàñêðàñêà âåðøèí ãèïåðãðàôà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëü-
íîé, åñëè âñå ðåáðà ãèïåðãðàôà ÿâëÿþòñÿ íåîäíîöâåòíûìè. Õðîìàòè÷åñêèì
÷èñëîì χ (H) ãèïåðãðàôà H íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî öâåòîâ, òðåáóå-
ìîå äëÿ ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè ìíîæåñòâà âåðøèí.

Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è î ðàñêðàñêàõ ãèïåðãðàôîâ âïåðâûå íà÷àëè èçó-
÷àòüñÿ â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ Ýðäåøà ñ ñîàâòîðàìè â 60-õ ãîäàõ 20-ãî âåêà.
Â îáùåì âèäå îíè èìåþò ñëåäóþùóþ ôîðìóëèðîâêó:

íàéòè ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå îïðåäåëåííîé õàðàêòåðèñòèêè
ãèïåðãðàôà (ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè âåðøèíû, ÷èñëà ðåáåð) â íåêîòîðîì êëàñ-
ñå n-îäíîðîäíûõ ãèïåðãðàôîâ ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì áîëüøå r.

Íåñîìíåííî, ñàìîé çíàìåíèòîé çàäà÷åé òàêîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà
Ýðäåøà�Õàéíàëà, ñîãëàñíî êîòîðîé òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå
êîëè÷åñòâî ðåáåð ãèïåðãðàôà â êëàññå n-îäíîðîäíûõ ãèïåðãðàôîâ ñ õðîìàòè-
÷åñêèì ÷èñëîì áîëüøå r. Èñêîìóþ âåëè÷èíó îáîçíà÷àþò ÷åðåç m(n, r). Ýòà
çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà â 1961 ãîäó[1], åé ïîñâÿùåíû ðàáîòû òàêèõ ó÷åíûõ,
êàê Í. Àëîí, Ë. Ëîâàñ, É. Áåê, Äæ. Ñïåíñåð, Ï. Ñåéìóð.

Èìåííî â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì ðàñêðàñîê ãèïåðãðàôîâ áûëè ñîçäàíû âàæ-
[1]P. Erd�os, A. Hajnal, �On a property of families of sets�, Acta Mathematica of the Academy Sciences, Hungary,

12:1-2 (1961), 87�123.
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íåéøèå âåðîÿòíîñòíûå èíñòðóìåíòû, òàêèå êàê, íàïðèìåð, Ëîêàëüíàÿ ëåììà,
êîòîðûå íàøëè ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ.

Çàäà÷à èìååò ìíîæåñòâî îáîáùåíèé. Òàê, Ä.À. Øàáàíîâûì[2] áûëî ïðåä-
ëîæåíî èçó÷àòü ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó. Ïóñòü k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Áóäåì
íàçûâàòü ðàñêðàñêó âåðøèí ãèïåðãðàôà â r öâåòîâ k-ïðàâèëüíîé, åñëè â êàæ-
äîì ðåáðå ñîäåðæèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå k âåðøèí êàæäîãî èç öâåòîâ. Ïî àíà-
ëîãèè ñ âåëè÷èíîé m(n, r) îáîçíà÷èì ÷åðåç mk(n, r) ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå
÷èñëî ðåáåð ãèïåðãðàôà, ó êîòîðîãî íå ñóùåñòâóåò k-ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè
â r öâåòîâ. Â ñëó÷àå, êîãäà r = 2, îáû÷íî mk(n, 2) îáîçíà÷àþò ïðîñòî ÷åðåç
mk(n).

ÏîäãèïåðãðàôH ′ ãèïåðãðàôàH = (V,E) íàçûâàåòñÿ îñòîâíûì, åñëè ìíî-
æåñòâî åãî âåðøèí � V, à ìíîæåñòâî E ′ åãî ðåáåð ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
ìíîæåñòâà E. Ä.À. Øàáàíîâûì[3] áûëî ïðåäëîæåíî åùå îäíî îáîáùåíèå çà-
äà÷è Ýðäåøà�Õàéíàëà.

Ââåäåì âåëè÷èíó mk,ε(n), ðàâíóþ ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó ðåáåð ãèïåðãðàôà
â êëàññå n-îäíîðîäíûõ ãèïåðãðàôîâ, ó êîòîðîãî ëþáîé îñòîâíûé ïîäãèïåð-
ãðàô ñ |E ′| ≥ (1− ε)|E| íå èìååò k-ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè. Ïðè ε = 0 èìååì
mk,ε(n) = mk(n). È âîîáùå, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ε < 1

mk(n) âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî mk,ε(n) = mk(n).

Åùå îäíî íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé äèññåðòàöèè ñâÿçàíî ñ ðàñêðàñêà-
ìè ñëó÷àéíûõ ãèïåðãðàôîâ â êëàññè÷åñêîé áèíîìèàëüíîé ìîäåëè H(n, k, p),
n > k > 2, n, k ∈ N, p ∈ (0, 1) . Â ýòîé ìîäåëè êàæäîå ïîäìíîæåñòâî èç
k âåðøèí íåêîòîðîãî n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî îò
îñòàëüíûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ p âêëþ÷àåòñÿ â ìíîæåñòâî ðåáåð ãèïåðãðàôà. Âå-
ëè÷èíà p ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ôóíêöèåé îò ÷èñëà âåðøèí p = p(n). Îòìåòèì,
÷òî ïðè k = 2 ìîäåëü H(n, k, p) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü
ñëó÷àéíîãî ãðàôà Ýðäåøà�Ðåíüè G(n, p). Ñëó÷àéíûé ãðàô G(n, p) ÿâëÿåòñÿ
îäíèì èç îñíîâíûõ îáúåêòîâ èçó÷åíèÿ â âåðîÿòíîñòíîé êîìáèíàòîðèêå, åãî
ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå íà÷àëîñü ñ êëàññè÷åñêèõ ñòàòåé Ï. Ýðäåøà è
À. Ðåíüè[4][5]. Âûøëî ìíîæåñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ñâîéñòâàì è õàðàêòåðè-
ñòèêàì ñëó÷àéíîãî ãðàôà G(n, p). Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñôîðìèðîâàâøåéñÿ

[2]Ä.À. Øàáàíîâ, �Îá îäíîé êîìáèíàòîðíîé çàäà÷å Ýðäåøà�, Äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê, 396:2 (2004),
166�169.

[3]Ä.À. Øàáàíîâ, �Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è äëÿ ðàñêðàñîê ðàâíîìåðíûõ ãèïåðãðàôîâ�, Èçâåñòèÿ Ðîññèé-
ñêîé Àêàäåìèè Íàóê, Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ, 71:6 (2007), 183�222.

[4]P. Erdos, A. Renyi, �On random graphs I�, Publicationes Mathematicae Debrecen, 6 (1959), 290�297.
[5]P. Erdos, A. Renyi, �On the evolution of random graphs�, Publications of the Mathematical Institute of of

the Hungarian Academy of Sciences, 5:1-2 (1960), 17�61.



â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèè ìîãóò áûòü íàéäåíû â êíèãàõ[6][7][8].
Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ âîïðîñîâ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ãèïåðãðàôîâ ÿâëÿ-

åòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ãèïåðãðàôà.
Ïîèñê òî÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êðàéíå òðóäåí, è èññëåäóþò ïðåäåëüíûå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ áóäåò ïîñâÿùåíà â ÷àñòíîñòè ðåøåíèþ
çàäà÷è îá àñèìïòîòè÷åñêîì ðàñïðåäåëåíèè õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñåë ñëó÷àéíûõ
ãèïåðãðàôîâ.

Çàäà÷à î ïîèñêå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà
ñëó÷àéíîãî ãðàôà G(n, p) áûëà ïîñòàâëåíà Ï. Ýðäåøåì åùå â 60-å ãîäû XX
âåêà. Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî p äàííàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà Á. Áîëëîáàøåì[9].
Äëÿ p = o(n) àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Ò. Ëó÷àêîì[10]. Áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ðàáîò ïîñâÿùåíî ñëó÷àþ np = c = const. Â ýòîì ñëó÷àå õðîìà-
òè÷åñêîå ÷èñëî îãðàíè÷åíî ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê 1. Â ñâÿçè ñ ýòèì
çàäà÷ó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â ïðîáëåìó ïîèñêà ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ
c(r), äî êîòîðîãî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü çàäàííîå çíà÷å-
íèå r ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê 1. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òî÷íûå çíà÷åíèÿ
ïîðîãîâîé âåëè÷èíû íå íàéäåíû, íî èçâåñòíû äîñòàòî÷íî áëèçêèå îöåíêè.

Ïåðâûå íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ c äëÿ ãèïåðãðàôîâ
â ñëó÷àå p = cn/

(
n
k

)
áûëè ïîëó÷åíû Í. Àëîíîì è Äæ. Ñïåíñåðîì â íåîïóáëè-

êîâàííîé ðàáîòå. Îíè îöåíèâàëè ïîðîãîâóþ âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ ïðàâèëüíîé
äâóõöâåòíîé ðàñêðàñêè. Èõ ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíî óëó÷øàëñÿ Ä. Àõëè-
îïòàñîì, Äæ. Êèìîì, Ì. Êðèâåëåâè÷åì è Ï. Òåòàëè[11], Ä. Àõëèîïòàñîì è
Ê. Ìóðîì[12], À. Êîéÿ-Îãëàíîì è Ë. Çäåáîðîâîé[13] è, íàêîíåö, íàèëó÷øèé
ðåçóëüòàò ïîëó÷èëè À. Êîéÿ-Îãëàí è Ê. Ïàíàéîòó[14].

Â ñëó÷àå, êîãäà np � 1, Ý. Øàìèð è Äæ. Ñïåíñåð[15] äîêàçàëè, ÷òî õðî-
[6]S. Janson, T. Luczak, A. Rucinski, �Random Graphs�, Wiley-Interscience Series in Discrete Mathematics

and Optimization, Wiley�Interscience, New York, 2000.
[7]B. Bollobas, �Random graphs�, Cambridge University Press, Cambridge, 2001.
[8]A. Frieze, M. Karonski, �Introduction to random graphs�, Cambridge University Press, Cambridge, 2015.
[9]B. Bollobas, �The chromatic number of random graphs�, Combinatorica, 8:1 (1988), 49�56.

[10]T.  Luczak, �A note on the sharp concentration of the chromatic number of random graphs�, Combinatorica,
11:3 (1991), 295�297.
[11]D. Achlioptas, J.H. Kim, M. Krivelevich, P. Tetali, �Two-coloring random hypergraphs�, Random Structures

Algorithms, 20:2 (2002), 249�259.
[12]D. Achlioptas, C. Moore, �The asymptotic order of the random k-SAT threshold,� The 43rd Annual IEEE
Symposium on Foundations of Computer Science, 2002. Proceedings., Vancouver, BC, 2002, 779�788.
[13]A. Coja-Oghlan, L. Zdeborov�a, �The condensation transition in random hypergraph 2-coloring�, Society
for Industrial and Applied Mathematics, Proceedings of the twenty-third annual ACM-SIAM symposium on
Discrete Algorithms, 2012, 241�250.
[14]A. Coja-Oghlan, K. Panagiotou, �Catching the k-NAESAT threshold�, Proc. 44th STOC (2012), 899�908.
[15]E. Shamir, J. Spencer, �Sharp concentration of the chromatic number on random graphs Gn,p�,
Combinatorica, 7:I (1987), 121�129.



ìàòè÷åñêîå ÷èñëî G(n, p) ñêîíöåíòðèðîâàíî â êîíå÷íîì ÷èñëå çíà÷åíèé äëÿ
p � n−1/2. Ò. Ëó÷àêó óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïðè p � n−5/6 äîñòèãàåòñÿ êîí-
öåíòðàöèÿ â äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ. Çàòåì Í. Àëîí è Ì. Êðè-
âåëåâè÷[16] ïîêàçàëè, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ â äâóõ çíà÷åíèÿõ èìååò ìåñòî ïðè
p� n−1/2. Îäíàêî â ýòèõ ðàáîòàõ íå ïîëó÷åíû ñàìè çíà÷åíèÿ òî÷åê êîíöåí-
òðàöèè. ßâíûì îáðàçîì èõ óäàëîñü îòûñêàòü À. Êîéÿ-Îãëàíó, Ê. Ïàíàéîòó
è À. Øòåãåð[17] äëÿ n−1 6 p� n−3/4.

Àíàëîãè÷íûõ èññëåäîâàíèé äëÿ ñëó÷àéíûõ ãèïåðãðàôîâ, êîãäà p
(
n
k

)
� n,

ïðîâåäåíî íå áûëî. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü èìåííî
ýòîò ñëó÷àé.

Â ñîðîêîâûå ãîäû XX âåêà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà îäíà èç ñàìûõ ïîïóëÿð-
íûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè � ïðîáëåìà Íåëñîíà�Ýðäåøà�Õàäâèãå-
ðà. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè âåëè÷èíû χ(Rn), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ õðî-
ìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ïðîñòðàíñòâà è ðàâíà ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó öâåòîâ, â
êîòîðûå ìîæíî òàê ïîêðàñèòü âñå òî÷êè Rn, ÷òî íèêàêèå äâå òî÷êè îäíîãî
öâåòà íå íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè 1. Ïðîáëåìà íå ðåøåíà äî ñèõ ïîð äàæå
äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîñòè. Íàèëó÷øàÿ íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ âåëè÷èíû χ

(
R2
)
áûëà

ïîëó÷åíà Î. äè Ãðååì[18], ñàìà ðàáîòà ñòàëà íàñòîÿùèì ïðîðûâîì. Äè Ãðåé
ïîêàçàë, ÷òî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ïëîñêîñòè íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 5. Äëÿ
ýòîãî èì áûë ïðèäóìàí äèñòàíöèîííûé ãðàô ñïåöèàëüíîãî âèäà, âåðøèíû
êîòîðîãî íå ìîãóò áûòü ïîêðàøåíû ïðàâèëüíûì îáðàçîì â 4 öâåòà. Âåðõíÿÿ
îöåíêà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ïëîñêîñòè íå ïðåâîñõîäèò
7, äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåðîì çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè øåñòèóãîëüíèêàìè ñ íóæ-
íûì äèàìåòðîì[19].

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, êîãäà âìåñòî òî÷åê ïëîñêîñòè ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ òî÷êè ïðîñòðàíñòâà Rn, çàçîð ñ ðîñòîì n ñòàíîâèòñÿ òîëü-
êî áîëüøå. Äëÿ n = 3 èçâåñòíî ëèøü, ÷òî 6 6 χ

(
R3
)
6 15[20][21]. Ìàëûì

çíà÷åíèÿì n ïîñâÿùåíû ðàáîòû À.Ì. Ðàéãîðîäñêîãî[22][23], Ë. Ñåêåè[24], À.ß.
[16]N. Alon, M. Krivelevich, �The concentration of the chromatic number of random graphs�, Combinatorica,
17:3 (1997), 303�313.
[17]A. Coja-Oghlan, K. Panagiotou, A. Steger, �On the chromatic number of random graphs�, Journal of
Combinatorial Theory, Series B, 98 (2008), 980�993.
[18]A.D.N. J. de Grey, �The chromatic number of the plane is at least 5�, Geombinatorics, 28 (2018), 5�18.
[19]À.Ì. Ðàéãîðîäñêèé, �Õðîìàòè÷åñêèå ÷èñëà�, Ìîñêâà: ÌÖÍÌÎ, 2003.
[20]O. Nechushtan, �On the space chromatic number�, Discrete mathematics, 256:1-2 (2002), 499�507.
[21]D.A. Coulson, �15-colouring of 3-space omitting distance one�, Discrete mathematics, 256:1-2 (2002), 83�90.
[22]A.M. Raigorodskii, �Combinatorial Geometry and Coding Theory�, Fundamenta Informaticae, 145:3 (2016),
359�369.
[23]A.M. Raigorodskii, �Coloring Distance Graphs and Graphs of Diameters�, Thirty Essays on Geometric

Graph Theory, J. Pach ed., Springer, 2013, 429�460.
[24]L.A. Sz�ekely, �Erd�os on unit distances and the Szemer�edi�Trotter theorems�, J�anos Bolyai Mathematical



Êàíåëÿ-Áåëîâà, Â.À. Âîðîíîâà è Ä.Ä. ×åðêàøèíà[25], Ä.Ä. ×åðêàøèíà è À.Ì.
Ðàéãîðîäñêîãî[26], Ë.È. Áîãîëþáñêîãî è À.Ì. Ðàéãîðîäñêîãî[27]. Íàñ æå áóäåò
èíòåðåñîâàòü àñèìïòîòè÷åñêèé ñëó÷àé, ò.å. ñëó÷àé, êîãäà n→∞. Â 1981 ãîäó
Ï. Ôðàíêë è Ð. Óèëñîí[28] óñòàíîâèëè, ÷òî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ïðîñòðàíñòâà
ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî, è ïîäòâåðäèëè òåì ñàìûì ãèïîòåçó Ï. Ýðäåøà:

χ (Rn) > (1.207 . . .+ o(1))n , n→∞.

Çàòåì ýòà íèæíÿÿ îöåíêà áûëà óñèëåíà â À.Ì. Ðàéãîðîäñêèì[29][30], ðåçóëüòàò
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì íà íàñòîÿùèé ìîìåíò:

χ (Rn) > (1.239 . . .+ o(1))n , n→∞.

Òåì íå ìåíåå, âåðõíÿÿ îöåíêà äîâîëüíî äàëåêà îò íèæíåé. Ä. Ëàðìàí è Ê.
Ðîäæåðñ[31] ïîêàçàëè, ÷òî

χ (Rn) 6 (3 + o(1))n , n→∞.

Êîíå÷íî, ó çàäà÷è Íåëñîíà�Ýðäåøà�Õàäâèãåðà ïîÿâèëîñü ìíîæåñòâî îáîá-
ùåíèé è ïåðåôîðìóëèðîâîê. Íàïðèìåð, âìåñòî îäíîãî çàïðåòà ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü íàáîð èç íåñêîëüêèõ çàïðåùåííûõ ðàññòîÿíèé[23][28]. Âîçìîæíà è
ìîäèôèêàöèÿ ñ çàïðåòîì îïðåäåëåííûõ êîíôèãóðàöèé, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê
îäíîöâåòíûå ñèìïëåêñû ñ îïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè[32][33][34][35]. Â 1976 ãî-
äó Ì. Áåíäà è Ì. Ïåðëåñ[36] ïðåäëîæèëè ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé ðàöèîíàëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè áóäåò èçó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå

Society, 11 2002. V. 11., P. 649�666.
[25]À.ß. Êàíåëü-Áåëîâ, Â.À. Âîðîíîâ, Ä.Ä. ×åðêàøèí, �Î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ïëîñêîñòè�, Àëãåáðà è

àíàëèç, 29:5 (2017), 68�89.
[26]Ä.Ä. ×åðêàøèí, À.Ì. Ðàéãîðîäñêèé, �Î õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñëàõ ïðîñòðàíñòâ ìàëîé ðàçìåðíîñòè�, Äî-

êëàäû Àêàäåìèè íàóê, 472:1 (2017), 11�12.
[27]Ë.È. Áîãîëþáñêèé, À.Ì. Ðàéãîðîäñêèé, �Çàìå÷àíèå î íèæíèõ îöåíêàõ õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñåë ïðî-
ñòðàíñòâ ìàëîé ðàçìåðíîñòè ñ ìåòðèêàìè `1 è `2�, Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè, 105:2 (2019), 187�213.
[28]P. Frankl, R. Wilson, �Intersection theorems with geometric consequences�. Combinatorica, 1 (1981), 357�
368.
[29]À. Ì. Ðàéãîðîäñêèé, �Ïðîáëåìà Áîðñóêà è õðîìàòè÷åñêèå ÷èñëà íåêîòîðûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ�,
Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, 56:1(337) (2001), 107�146.
[30]À.Ì. Ðàéãîðîäñêèé, �Î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ïðîñòðàíñòâà�, Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, 55:2
(2000), 147�148.
[31]D.G. Larman, C.A. Rogers, �The realization of distances within sets in Euclidean space�, Mathematika, 19
(1972), 1�24.
[32]À.À. Ñàãäååâ, �Îá îäíîé òåîðåìå Ôðàíêëà�Óèëñîíà�, Ïðîáë. ïåðåäà÷è èíôîðì., 55:4 (2019), 86�106.
[33] R.L. Graham, B.L. Rothschild, and J.H. Spencer, �Ramsey theory�, 2nd ed., Wiley Interscience, 1990.
[34]À.Å. Çâîíàð¼â, À.Ì. Ðàéãîðîäñêèé, Ä.Â. Ñàìèðîâ, À.À. Õàðëàìîâà, �Î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ïðîñòðàí-
ñòâà ñ çàïðåùåííûì ðàâíîñòîðîííèì òðåóãîëüíèêîì�, Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê, 205:9 (2014), 97�120.
[35]À.Å. Çâîíàð¼â, À.Ì. Ðàéãîðîäñêèé, �Óëó÷øåíèÿ òåîðåìû Ôðàíêëà�Ð¼äëÿ î ÷èñëå ðåáåð ãèïåðãðàôà ñ
çàïðåùåííûì ïåðåñå÷åíèåì è èõ ñëåäñòâèÿ â çàäà÷å î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ïðîñòðàíñòâà ñ çàïðåùåííûì
ðàâíîñòîðîííèì òðåóãîëüíèêîì�, Òðóäû ÌÈÀÍ, 288 (2015), 109�119.
[36]M. Benda, M. Perles, �Colorings of metric spaces�, Geombinatorics, 9 (2000), 113�126.



ïîâåäåíèå õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñåë ðàöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ðàçëè÷íûìè
ìåòðèêàìè.

Êàê óæå âñêîëüçü óïîìèíàëîñü âûøå, îòäåëüíûé èíòåðåñ äëÿ èçó÷åíèÿ
ïðåäñòàâëÿþò äèñòàíöèîííûå ãðàôû. Íàïîìíèì, ÷òî äèñòàíöèîííûì ãðàôîì
â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ãðàô, ó êîòîðîãî ìíîæåñòâî âåðøèí
� íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, à ìíîæåñòâî
ðåáåð � âñåâîçìîæíûå ïàðû âåðøèí, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè åñòü íåêî-
òîðîå ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Äèñòàíöèîííûå ãðàôû åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â ñâÿçè ñ çàäà-
÷åé î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ïðîñòðàíñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ãðàô,
ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî � òî÷êè ïðîñòðàíñòâà Rn, à ðåáðàìè ñîåäèíåíû
âñå ïàðû òî÷åê íà ðàññòîÿíèè 1 äðóã îò äðóãà. Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî òàêî-
ãî ãðàôà ñîâïàäàåò ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ïðîñòðàíñòâà Rn. Ïî òåîðåìå
Ýðäåøà�äå Áðåéíà[37] äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ χ (Rn) äîñòàòî÷íî îãðàíè-
÷èòüñÿ èññëåäîâàíèåì êîíå÷íûõ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ.

Çàäàäèìñÿ òåïåðü âîïðîñîì, êàêèì îáðàçîì ñåáÿ âåäóò õðîìàòè÷åñêèå ÷èñ-
ëà äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè, ÷òî ýòè ãðàôû íå
ñîäåðæàò ïîëíûõ ïîäãðàôîâ ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà.

Ïåðâûé ðåçóëüòàò ïîäîáíîãî òèïà áûë ïîëó÷åí Ï. Ýðäåøåì[38]. Åìó óäà-
ëîñü äîêàçàòü, ÷òî äëÿ çàäàííûõ ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ k è ` ñóùåñòâóåò
ãðàô, êîòîðîãî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî êîòîðîãî áîëüøå k, è ïðè ýòîì â íåì
îòñóòñòâóþò öèêëû äëèíû ìåíüøå ` (è, â ÷àñòíîñòè, îí íå áóäåò ñîäåðæàòü
êëèê ðàçìåðà íå ìåíåå 3).

Âïîñëåäñòâèè Ýðäåø[39] çàäàëñÿ ñëåäóþùèì âîïðîñîì:
ñóùåñòâóåò ëè äèñòàíöèîííûé ãðàô íà ïëîñêîñòè ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñ-

ëîì 4, êîòîðûé íå ñîäåðæèò òðåóãîëüíèêîâ?
Ïðèìåð òàêîãî ãðàôà áûë ïðåäñòàâëåí Í. Óîðìàëäîì[40]. Åãî ðåçóëüòàò

áûë â íåêîòîðîì ñìûñëå óñèëåí Ð. Õîõáåðãîì[41] è Ï. Î'Äîííåëëîì[42][43].
[37]N.G. de Bruijn, P. Erd�os, �A colour problem for in�nite graphs and a problem in the theory of relations�,
Nederlandse Akademie van Wetenschappen, Proceedings, Series A, 54:5 (1951), 371�373.
[38]P. Erdos, �Graph theory and probability�, Canad. J. Math., 11 (1959), 34�38.
[39]P. Erdos, �Unsolved problems�, Congressus numerantium, Utilitas Math., Winnipeg, 15 (1976), 678�696.
[40]N. Wormald, �A 4-chromatic graph with a special plane drawing�, Journal of the Australian Mathematical

Society Series A, 28:1 (1979), 1�8.
[41]R. Hochberg, P. O'Donnel, �Some 4-chromatic unit-distance graphs without small cycles�, Geombinatoric,
5:4 (1996), 137�141.
[42]P. O'Donnell, �Arbitrary girth, 4-chromatic unit distance graphs in the plane. I. Graph description�,
Geombinatorics, 9:3 (2000), 145�152.
[43]P. O'Donnell, �Arbitrary girth, 4-chromatic unit distance graphs in the plane II. Graph description�,
Geombinatorics, 9:4 (2000), 180�193.



Å.Å. Äåìåõèíûì, Î.È. Ðóáàíîâûì, À.Ì. Ðàéãîðîäñêèì[44] è ïîçæå À.Á.
Êóïàâñêèì[45] áûëà èçó÷åíà âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ìàêñèìóìó õðîìàòè÷åñêèõ ÷è-
ñåë äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ â Rn, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ïîëíûõ ïîäãðàôîâ
çàäàííîãî ðàçìåðà. Ìû óòî÷íÿåì íåêîòîðûå èç èõ ðåçóëüòàòîâ. Óïîìÿíóòàÿ
âåëè÷èíà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òàêæå â ñëó÷àå ðàöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
è èññëåäîâàíà â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè.

Öåëü ðàáîòû è îñíîâíûå çàäà÷è

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå çàäà÷ ýêñòðåìàëü-
íîé êîìáèíàòîðèêè, òåîðèè ãðàôîâ è ãèïåðãðàôîâ, êîìáèíàòîðíîé ãåîìåò-
ðèè. Îñíîâíûìè çàäà÷àìè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ:

1. èññëåäîâàíèå íèæíèõ îöåíîê ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñëà ðåáåð â n-
îäíîðîäíîì ãèïåðãðàôå, íå äîïóñêàþùåì ðàñêðàñêè â 2 öâåòà, â êîòîðîé
êàæäîå ðåáðî ñîäåðæèò õîòÿ áû k âåðøèí îáîèõ öâåòîâ;

2. èçó÷åíèå ôåíîìåíà êîíöåíòðàöèè õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ñëó÷àéíîãî k-
îäíîðîäíîãî ãèïåðãðàôà H(n, k, p) íà n âåðøèíàõ ïðè p

(
n
k

)
� n, ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò íåðàçðåæåííîìó ñëó÷àþ;

3. èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ íèæíèõ îöåíîê õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñåë ðà-
öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåòðèêîé `u äëÿ îòäåëüíûõ èððàöèîíàëüíûõ
çíà÷åíèé çàïðåùåííîãî ðàññòîÿíèÿ â ðàñòóùåé ðàçìåðíîñòè;

4. èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñåë äèñòàí-
öèîííûõ ãðàôîâ ñ ðàöèîíàëüíûì çàïðåùåííûì ðàññòîÿíèåì áåç êëèê
ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. ïîëó÷åíû íîâûå íèæíèå îöåíêè âåëè÷èíûmk(n), ðàâíîé ìèíèìàëüíîìó
÷èñëó ðåáåð â n-îäíîðîäíîì ãèïåðãðàôå, íå äîïóñêàþùåì ðàñêðàñêè âñåõ

[44]Å.Å. Äåì¼õèí, À.Ì. Ðàéãîðîäñêèé, Î.È. Ðóáàíîâ, �Äèñòàíöèîííûå ãðàôû, èìåþùèå áîëüøîå õðîìà-
òè÷åñêîå ÷èñëî è íå ñîäåðæàùèå êëèê èëè öèêëîâ çàäàííîãî ðàçìåðà�, Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê, 204:4
(2013), 49�78.
[45]À.Á. Êóïàâñêèé, �ßâíûå è âåðîÿòíîñòíûå êîíñòðóêöèè äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ ñ ìàëåíüêèì êëèêîâûì
è áîëüøèì õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëàìè�, Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì., 78:1 (2014), 65�98.



âåðøèí â äâà öâåòà, â êîòîðîé êàæäîå ðåáðî èìååò ïî êðàéíåé ìåðå k
âåðøèí îáîèõ öâåòîâ;

2. ïîëó÷åíû íîâûå íèæíèå îöåíêè äëÿ âåëè÷èíû mk,ε(n), ðàâíîé ìèíè-
ìàëüíîìó ÷èñëó ðåáåð n-îäíîðîäíîãî ãèïåðãðàôà, ó êîòîðîãî ëþáîé îñ-
òîâíûé ïîäãèïåðãðàô ñ ÷èñëîì ðåáåð, ðàâíûì (1 − ε), óìíîæåííûì íà
÷èñëî ðåáåð èñõîäíîãî ãèïåðãðàôà, íå äîïóñêàåò ðàñêðàñêè âñåõ âåðøèí
â äâà öâåòà, â êîòîðîé êàæäîå ðåáðî èìååò ïî êðàéíåé ìåðå k âåðøèí
îáîèõ öâåòîâ;

3. ïîêàçàíî, ÷òî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ñëó÷àéíîãî k-îäíîðîäíîãî ãèïåðãðà-
ôà â áèíîìèàëüíîé ìîäåëè H(n, k, p), k > 4, p

(
n
k

)
� n, èìååò ïðåäåëü-

íóþ êîíöåíòðàöèþ â äâóõ èëè òðåõ çíà÷åíèÿõ â çàâèñèìîñòè îò ïàðà-
ìåòðà p = p(n), ïðè÷åì ýòè çíà÷åíèÿ íàéäåíû ÿâíî;

4. ïîëó÷åíû íîâûå íèæíèå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñåë
χ ((Qn, `u) , d) ðàöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåòðèêîé `u ïðè u > 2 è
d = u
√
2pα, ãäå p � ïðîñòîå, à α ∈ N, äëÿ ðàñòóùåãî n;

5. íàéäåíû íîâûå íèæíèå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñåë
äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ áåç êëèê çàäàííîãî ðàçìåðà â ðàöèîíàëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ Qn ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé è ðàöèîíàëüíûì çàïðåùåííûì
ðàññòîÿíèåì ïðè ðàñòóùåé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà;

6. óëó÷øåíû íèæíèå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñåë äè-
ñòàíöèîííûõ ãðàôîâ áåç êëèê çàäàííîãî ðàçìåðà â âåùåñòâåííûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ Rn ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé ïðè ðàñòóùåé ðàçìåðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ïîëó÷åííûõ ðå-

çóëüòàòîâ

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû
ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíåíèå â òåîðèè ãðàôîâ è ãèïåðãðàôîâ, ýêñòðåìàëüíîé
êîìáèíàòîðèêå è êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ýêñòðåìàëüíîé êîìáèíàòîðèêè, êîì-
áèíàòîðíûå ìåòîäû òåîðèè ãèïåðãðàôîâ, òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ãèïåðãðàôîâ,



ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä è âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä â êîìáèíàòîðèêå.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñòðîãî äîêàçàíû.
Ïî òåìå äèññåðòàöèè áûëè ñäåëàíû äîêëàäû íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñå-

ìèíàðàõ:

� Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð ïðè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôà-
êóëüòåòå ÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì Í.Ï. Äîëáèëèíà.

� Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð ïðè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôà-
êóëüòåòå ÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì Ä.À. Øàáàíîâà.

� Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð ïðè Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èì.
Â.À. Ñòåêëîâà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê ïîä ðóêîâîäñòâîì Ñ.Â. Êîíÿ-
ãèíà è È.Ä. Øêðåäîâà.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ ìåæäóíàðîäíûõ
êîíôåðåíöèÿõ:

� The Second Russian-Hungarian Combinatorial Workshop, Áóäàïåøò, Âåí-
ãðèÿ, 26-29 èþíÿ 2018.

� �Ýêñòðåìàëüíàÿ êîìáèíàòîðèêà è äèñêðåòíàÿ ãåîìåòðèÿ�, Ìàéêîï, Ðîñ-
ñèÿ, 20-23 äåêàáðÿ 2018.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ â ðàìêàõ íà-
ó÷íîãî ïðîåêòà � 19-31-90016.

Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [D1]�[D5]. Âñåãî ïî òåìå
îïóáëèêîâàíî ïÿòü ðàáîò, èç íèõ � äâå â ñîàâòîðñòâå. Âñå ðàáîòû îïóáëèêî-
âàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ, èíäåêñèðóþòñÿ Scopus è Web of Science.
Âñå ðåçóëüòàòû äàííîé äèññåðòàöèè, âêëþ÷àÿ ðåçóëüòàòû, îïóáëèêîâàííûå â
ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ, áûëè ïîëó÷åíû àâòîðîì äèññåðòàöèè ñàìîñòîÿòåëüíî.



Ñòðóêòóðà ðàáîòû

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ.
Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 98 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñî-
äåðæèò 79 íàèìåíîâàíèé.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç ïÿòè ðàçäåëîâ è ïîñâÿùåíà ýêñ-
òðåìàëüíîé ïðîáëåìå îá îòûñêàíèè âåëè÷èíû mk(n), ðàâíîé ìèíèìàëüíîìó
âîçìîæíîìó êîëè÷åñòâó ðåáåð n-îäíîðîäíîãî ãèïåðãðàôà, ó êîòîðîãî íå ñó-
ùåñòâóåò k-ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè â 2 öâåòà (â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî
ãèïåðãðàô íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì Bk). Òàêæå â ïåðâîé ãëàâå ðàññìîòðåíà
çàäà÷à îá îòûñêàíèè âåëè÷èíû mk,ε(n), ðàâíîé ìèíèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó
ðåáåð n-îäíîðîäíîãî ãèïåðãðàôà, ó êîòîðîãî ëþáîé îñòîâíûé ïîäãèïåðãðàô
ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé äîëåé ðåáåð íå èìååò k-ïðàâèëüíîé äâóõöâåòíîé ðàñ-
êðàñêè.

Â ðàçäåëå 1.1 ïðèâåäåíû èñòîðèÿ çàäà÷è è îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Òàêæå
ðàññìàòðèâàþòñÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, ïîñâÿùåííûå èçó÷å-
íèþ âåëè÷èí mk(n) è mk,ε(n).

Â ðàçäåëå 1.2 ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ óëó÷øàåò íèæíèå îöåíêè
âåëè÷èíû mk(n) ïðè k, èìåþùåì ïîðÿäîê ðîñòà íå áîëåå, ÷åì n1/2−δ/

√
lnn,

0 < δ < 1/2.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà c1, ÷òî äëÿ
ëþáûõ n > 30 è k > 2, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

k 6

√
n

lnn
,

âûïîëíÿåòñÿ

mk(n) > c1

( n

k lnn

)1/2 2n(
n−1
k−1

) .
Âòîðûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíàÿ íèæíÿÿ

îöåíêà äëÿ âåëè÷èíû mk,ε(n) â øèðîêîé îáëàñòè çíà÷åíèé k.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà c2, ÷òî äëÿ
ëþáûõ n > 14 è k > 2, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

2k2(n− k) 6 (n− 2k)2,



âûïîëíÿåòñÿ

mk,ε(n) > c2 ·
22n
√
n(

n−1
k−1

)2 · ε.

Òðåòèé ðåçóëüòàò äàííîãî ðàçäåëà äàåò íàèëó÷øóþ íèæíþþ îöåíêó äëÿ
âåëè÷èíû mk,ε(n) ïðè k, èìåþùåì ïîðÿäîê ðîñòà íå áîëåå n1/2−δ/

√
lnn, 0 <

δ < 1/2.

Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû c3, c4, ÷òî
äëÿ ëþáûõ k > 2, è n > 30, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

k 6

√
n

lnn
,

è ëþáîãî

ε > c3 ·
1

2nn lnn
,

âûïîëíÿåòñÿ

mk,ε(n) > c4 ·
22n(
n−1
k−1

)2

n

ln (n2k lnn)
· ε.

Â ðàçäåëå 1.3 ïðèâîäèòñÿ ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ îá-
ëàäàíèÿ ãèïåðãðàôîì ñâîéñòâîì Bk, êîòîðûé áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå À.Ï.
Ðîçîâñêîé[46]. Ïðèâåäåì è çäåñü ýòîò êðèòåðèé.

Äëÿ êàæäîãî ðåáðà f ∈ E ÷åðåç Fσ(f) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïåðâûõ k â
íóìåðàöèè σ âåðøèí ðåáðà f, à ÷åðåç Lσ(f) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïîñëåäíèõ
k â íóìåðàöèè σ âåðøèí.

Ëåììà 1. Ïóñòü G = (W,D) � ïðîèçâîëüíûé ãèïåðãðàô, êàæäîå ðåáðî
êîòîðîãî ñîäåðæèò õîòÿ áû 2k âåðøèí. Òîãäà G îáëàäàåò ñâîéñòâîì Bk

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ íóìåðàöèÿ åãî âåðøèí σ,
÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ðåáåð f è s âûïîëíåíî

Lσ(f) ∩ Fσ(s) = ∅.

Äàëåå â ðàçäåëå ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Â íåì èñïîëüçóåòñÿ
ëåììà 1, à òàêæå èäåÿ àíàëèçà ðåáåð ñïåöèàëüíîãî âèäà íà îñíîâå àëãîðèòìà
ðàíäîìèçèðîâàííîé ðàñêðàñêè, ïðåäëîæåííàÿ Ä.Ä. ×åðêàøèíûì è ß. Êîçè-
êîì[47].
[46]À.Ï. Ðîçîâñêàÿ, �Ýêñòðåìàëüíûå êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è äëÿ äâóõöâåòíûõ ðàñêðàñîê ãèïåðãðàôîâ�,
Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè, 90:4 (2011), 584�598.
[47]D. Cherkashin, J. Kozik, �A note on random greedy coloring of uniform hypergraphs�, Random Structures

Algorithms, 47:3 (2015), 407�413.



Â ðàçäåëå 1.4 ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Â íåì èñïîëüçóåòñÿ
âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä è ëåììà 1.

Â ðàçäåëå 1.5 ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Â íåì èñïîëüçóåòñÿ
ëåììà 1 è óæå óïîìèíàâøàÿñÿ ðàíåå èäåÿ àíàëèçà ðåáåð ñïåöèàëüíîãî âè-
äà íà îñíîâå àëãîðèòìà ðàíäîìèçèðîâàííîé ðàñêðàñêè, ïðåäëîæåííàÿ Ä.Ä.
×åðêàøèíûì è ß. Êîçèêîì.

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ðàçäåëîâ. Â íåé èññëåäó-
åòñÿ âîïðîñ î ïðåäåëüíîì ðàñïðåäåëåíèè õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ñëó÷àéíîãî
ãèïåðãðàôà.

Â ðàçäåëå 2.1 äàíî îïðåäåëåíèå êëàññè÷åñêîé áèíîìèàëüíîé ìîäåëè ñëó-
÷àéíîãî k-îäíîðîäíîãî ãèïåðãðàôà H(n, k, p). Åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ñõåìó Áåðíóëëè íà ìíîæåñòâå âñåõ k-ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Vn
èç n âåðøèí: êàæäîå k-ïîäìíîæåñòâî Vn âêëþ÷àåòñÿ â H(n, k, p) â êà÷åñòâå
ðåáðà íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ñ âåðîÿòíîñòüþ p ∈ (0, 1). Ïðè k = 2 ñëó÷àéíûé
ãèïåðãðàô H(n, 2, p) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øèðîêî èçâåñòíóþ ìîäåëü ñëó÷àé-
íîãî ãðàôà G(n, p), òàêæå íàçûâàåìóþ ìîäåëüþ Ýðäåøà�Ðåíüè.

Â ðàçäåëå 2.2 ïðèâîäèòñÿ èñòîðèÿ çàäà÷è è èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû îá àñèìï-
òîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñåë ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ è ãèïåðãðà-
ôîâ. Òàêæå â ýòîì ðàçäåëå ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû.

Â ïóíêòå 2.2.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ èñòîðèÿ çàäà÷è è èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû
äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ñëó÷àéíîãî ãðàôà
G(n, p). Â ñëó÷àå, êîãäà p = p(n) íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, à ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
äîñòàòî÷íî áûñòðî, èìååò ìåñòî ïðåäåëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ çíà÷åíèé õðîìà-
òè÷åñêîãî ÷èñëà ñëó÷àéíîãî ãðàôà â îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå.

Â ïóíêòå 2.2.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ èñòîðèÿ çàäà÷è î ïîèñêå àñèìïòîòè÷å-
ñêîãî ïîâåäåíèÿ õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ñëó÷àéíîãî ãèïåðãðàôà. Ïðèâåäåíû
èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.

Â ïóíêòå 2.2.3 èññëåäóåòñÿ ôåíîìåí êîíöåíòðàöèè çíà÷åíèé õðîìàòè÷å-
ñêîãî ÷èñëà ñëó÷àéíîãî ãèïåðãðàôà H(n, k, p) â íåðàçðåæåííîì ñëó÷àå, ò.å.
ïðè pnk−1 → +∞.

Ïåðâûé ðåçóëüòàò ãëàâû ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåé òåîðåìå è äàåò íèæíþþ
îöåíêó õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ñëó÷àéíîãî ãèïåðãðàôà.

Òåîðåìà 4. Îáîçíà÷èì c = c(n) = p
(
n
k

)
1
n è çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0.

Åñëè c → +∞, íî c = o(n
k−1
k ), òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè r = r(n) → +∞ ñ

óñëîâèåì

c > rk−1 ln r − 1

2
ln r + ε (1)



âûïîëíåíî
P (χ(H(n, k, p)) > r) −→ 1 ïðè n→∞.

Âòîðûì è öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà, ïîçâîëÿþ-
ùàÿ íàéòè âåðõíþþ îöåíêó õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà H(n, k, p) ïðè íå ñëèøêîì
ìåäëåííî óáûâàþùåé ôóíêöèè p = p(n).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî k > 4 è γ ∈ (0, 1/8) ôèêñèðîâàíû.

Îáîçíà÷èì c = c(n) = p
(
n
k

)
1
n. Åñëè c 6 n

k−1
2k+4−γ è c → +∞, òî ñóùåñòâóåò

òàêàÿ àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà A > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè r = r(n) →
+∞ ñ óñëîâèåì

c < rk−1 ln r − 1

2
ln r − r − 1

r
− A

(
k2 ln r

rk/3−1

)
(2)

âûïîëíåíî
P (χ(H(n, k, p)) 6 r + 1) −→ 1 ïðè n→∞.

Íà îñíîâå òåîðåì 4 è 5 ñäåëàíû âûâîäû î çíà÷åíèÿõ êîíöåíòðàöèè õðî-
ìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ñëó÷àéíîãî ãèïåðãðàôà. Ââåäåì âåëè÷èíó rp = rp(n) =
min{` ∈ N : c < `k−1 ln `}. Òîãäà c ∈ [(rp − 1)k−1 ln(rp − 1), rk−1

p ln rp), è ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê 1,

• íà ïîëóèíòåðâàëå âèäà c ∈ [(rp−1)k−1 ln(rp−1), rk−1
p ln rp− 1

2 ln rp−O(1))
õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ñëó÷àéíîãî ãèïåðãðàôà ñêîíöåíòðèðîâàíî â äâóõ
çíà÷åíèÿõ: rp è rp + 1;

• íà îòðåçêå âèäà c ∈ [rk−1
p ln rp − 1

2 ln rp − O(1), r
k−1
p ln rp − 1

2 ln rp + O(1)]
õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ñëó÷àéíîãî ãèïåðãðàôà ñêîíöåíòðèðîâàíî â òðåõ
çíà÷åíèÿõ: rp, rp + 1 è rp + 2;

• íà èíòåðâàëå âèäà c ∈ [rk−1
p ln rp− 1

2 ln rp+O(1), r
k−1
p ln rp) õðîìàòè÷åñêîå

÷èñëî ñëó÷àéíîãî ãèïåðãðàôà ñêîíöåíòðèðîâàíî ñíîâà â äâóõ çíà÷åíèÿõ:
rp + 1 è rp + 2.

Òåì ñàìûì, ëèøü â ïðîìåæóòêå îãðàíè÷åííîé äëèíû ìû èìååì ïðåäåëüíóþ
êîíöåíòðàöèþ çíà÷åíèé õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà H(n, k, p) â òðåõ ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ÷èñëàõ, êîòîðûå ìîæíî ÿâíî óêàçàòü.

Â ðàçäåëå 2.3 ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Â íåì ïðèìåíÿåòñÿ
ìåòîä ïåðâîãî ìîìåíòà, à òàêæå èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ áèíîìèàëüíîé
ìîäåëè ñëó÷àéíîãî ãèïåðãðàôà H(n, k, p) ðàâíîìåðíîé ìîäåëüþ H ′(n, k,m),
â êîòîðîé â òî÷íîñòè m ðàçëè÷íûõ k-ïîäìíîæåñòâ Vn âûáèðàþòñÿ ñ ðàâíî-
ìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì.



Â ðàçäåëå 2.4 ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. Ìû èñïîëüçóåì àï-
ïðîêñèìàöèþ áèíîìèàëüíîé ìîäåëè ñëó÷àéíîãî ãèïåðãðàôà ðàâíîìåðíîé, ìå-
òîä âòîðîãî ìîìåíòà, óòâåðæäåíèå î äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèöàõ, äî-
êàçàííîå Ä.À. Øàáàíîâûì[48], èçâåñòíûå îöåíêè âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëî-
íåíèé äëÿ ìàðòèíãàëîâ ñ îãðàíè÷åííûìè ìàðòèíãàëüíûìè ðàçíîñòÿìè.

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ. Â íåé èññëåäóåò-
ñÿ çàäà÷à êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè îá îòûñêàíèè íèæíèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ
îöåíîê õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñåë ðàöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ äëÿ îòäåëüíûõ èð-
ðàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèé çàïðåùåííîãî ðàññòîÿíèÿ.

Â ðàçäåëå 3.1 ââîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ è ðàññìàòðèâàåòñÿ èñòîðèÿ çàäà÷è.
Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé ρ, d �

ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç χ ((X, ρ) , d) õðîìà-
òè÷åñêîå ÷èñëî ïðîñòðàíñòâà X ñ ìåòðèêîé ρ ñ çàïðåùåííûì ðàññòîÿíèåì
d � íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî öâåòîâ, â êîòîðûå ìîæíî ïîêðàñèòü âñå òî÷êè X
òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå òî÷êè íà ðàññòîÿíèè d èìåëè ðàçíûå öâåòà.

Â ðàçäåëå 3.2 ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû � òåî-
ðåìû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü íèæíèå îöåíêè õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñåë ðà-
öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ χ ((Qn, `u) , d) ñ ìåòðèêîé `u ïðè u > 2 è d = u

√
2pα,

ãäå p � ïðîñòîå, à α ∈ N, äëÿ ðàñòóùåãî n.
Äëÿ u = 2 (òî åñòü â ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî ñíàáæåíî åâêëèäîâîé

ìåòðèêîé) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 6. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî x ∈
(
0; 1/2p1+α

)
. Äëÿ êàæäîãî q′

èç îòðåçêà
[
x/p1−α; p1+αx

]
ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå äåé-

ñòâèòåëüíûå ÷èñëà k′1 è k
′
−1, óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì

k′−1 < k′1 6
1

2
, 3k′−1 + k′1 = 2q′.

Ïîëîæèì

A =
2 + 9k′−1 + 3k′1 −

√(
2 + 9k′−1 + 3k′1

)2 − 12
(
3k′−1 + k′1

)2

12
,

B =
3k′−1 + k′1

2
− 2A, C = 1 + A−

3k′−1 + k′1
2

.

[48]Ä.À. Øàáàíîâ, �Î êîíöåíòðàöèè õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ñëó÷àéíîãî ãèïåðãðàôà�, Äîêëàäû Àêàäåìèè

Íàóê, 475:1 (2017), 24�28.



Ïóñòü, äàëåå,

M =M(n, k′1, k
′
−1) =

 1(
1− k′1 − k′−1

)(1−k′1−k′−1) (k′−1

)k′−1 (k′1)k′1 + o(1)

n

,

D = D(n, k′1, k
′
−1) =

(
1

AABBCC
+ o(1)

)n
.

Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

χ
(
(Qn, `2),

√
2pα
)
> max

x∈
(

0; 1
2p1+α

) min
q′∈
[

x
p1−α ;p1+αx

]max
k′1,k

′
−1

M

D
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 7. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî x ∈
(
0; 1/2p1+α

)
. Äëÿ êàæäîãî q′

èç îòðåçêà
[
x/pu−α−1; p1+αx

]
ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå äåé-

ñòâèòåëüíîå ÷èñëî k′1, óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ k′1 < 2q′. Ïîëîæèì

M=M(n, k′1)=

(
1

(k′1)
k′1(1− k′1)1−k′1

+ o(1)

)n
,

D=D(n, q′)=

(
1

(q′)q′(1− q′)1−q′ + o(1)

)n
.

Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

χ
(
(Qn, `u),

u
√

2pα
)
> max

x∈
(

0; 1
2p1+α

) min
q′∈
[

x
pu−α−1 ;p1+αx

] max
k′1∈(0;2q′)

M

D
.

Òåîðåìà 8. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî x ∈
(
0; 1/2p1+α

)
. Äëÿ êàæäîãî

q′ èç îòðåçêà
[
x/pu−α−1; p1+αx

]
ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå

äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà k′1 è k
′
−1, óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì

k′−1 < k′1 6
1

2
, (2u − 1) k′−1 + k′1 = 2q′, u > 2.

Ïîëîæèì

M =M(n, k′1, k
′
−1) =

 1(
1− k′1 − k′−1

)(1−k′1−k′−1) (k′−1

)k′−1 (k′1)k′1 + o(1)

n

,

D = D(n, q′) =

(
2q
′

q′q′(1− q′)(1−q′) + o(1)

)n
.



Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

χ
(
(Qn, `u),

u
√
2pα
)
> max

x∈
(

0; 1
2p1+α

) min
q′∈
[

x
pu−α−1 ;p1+αx

]max
k′1,k

′
−1

M

D
.

Ðàçäåë 3.3 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íèæíèå
îöåíêè âåëè÷èí χ

(
(Qn, `u), u

√
2pα
)
èìåþò âèä

(
ζupα + o(1)

)n
, ãäå ζupα � íåêî-

òîðûå êîíñòàíòû, ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïðèâåäåíû â êîíöå äàííîãî
ðàçäåëà.

×åòâåðòàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ðàçäåëîâ. Â íåé ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñåë äè-
ñòàíöèîííûõ ãðàôîâ â ðàöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ðàöèîíàëüíûì çàïðå-
ùåííûì ðàññòîÿíèåì.

Â ðàçäåëå 4.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ èñòîðèÿ çàäà÷è è äàþòñÿ íåêîòîðûå îïðå-
äåëåíèÿ èç òåîðèè ãðàôîâ.

Äèñòàíöèîííûì ãðàôîì â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X ñ ìåòðèêîé ρ íà-
çûâàåòñÿ ãðàô G = (V,E), ó êîòîðîãî ìíîæåñòâî âåðøèí V òàêîâî, ÷òî
V ⊆ X, à ìíîæåñòâî ðåáåð E òàêîâî, ÷òî

E ⊆ {{x, y} : x, y ∈ V, ρ(x, y) = a} , a ∈ R+. (3)

Ïóñòü ω(G) � ýòî ÷èñëî âåðøèí â ìàêñèìàëüíîì ïîëíîì ïîäãðàôå ãðàôà
G = (V,E) :

ω(G) = max {|W | : W ⊆ V, ∀x, y ∈ W {x, y} ∈ E} .

Âåëè÷èíó ω(G) íàçûâàþò êëèêîâûì ÷èñëîì ãðàôà, ïîñêîëüêó ëþáîé ïîëíûé
ïîäãðàô íàçûâàåòñÿ êëèêîé.

Äëÿ íàòóðàëüíîãî k, áîëüøåãî äâóõ, ïîëîæèì

ζk (R) = sup
{
ζ : ∃ ôóíêöèÿ δ = δ(n) òàêàÿ, ÷òî lim

n→∞
δ(n) = 0 è ∀n ∃ G �

äèñòàíöèîííûé ãðàô â Rn, ó êîòîðîãî ω(G) < k, χ(G) ≥ (ζ + δ(n))n
}
.

Â ðàçäåëå 4.2 äàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.
Ïóñòü a′−1, a

′
1, q
′ � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ìåíüøèå 1. Äëÿ

êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ïîëîæèì a1 = [a′1n] , a−1 = [a′−1n] − 1, è ïóñòü q �
òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî q = q′n(1 + o(1)).

Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Gn (a1, q)}n∈N = {Gn}n∈N , ãäå Gn = (Vn, En)
� ãðàôû ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí

Vn = {x = (x1, . . . , xn) : xi ∈ {0, 1} , |{i : xi = 1}| = a1}



è ìíîæåñòâîì ðåáåð

En =
{
{x, y} : `2 (x, y) =

√
2q
}
.

Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {G′n (a1, q)}n∈N = {G′n}n∈N , ãäå G′n = (V ′n, E
′
n)

� ãðàôû ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí

V ′n =

{
x = (x1, . . . , xn) : xi ∈

{
0,

1√
2q

}
,

∣∣∣∣{i : xi = 1√
2q

}∣∣∣∣ = a1

}
è ìíîæåñòâîì ðåáåð

E ′n = {{x, y} : `2 (x, y) = 1} .

Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {G̃n ({a−1, a1} , q)}n∈N = {G̃n}n∈N, ãäå
G̃n =

(
Ṽn, Ẽn

)
� ãðàôû ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí

Ṽn = {x = (x1, . . . , xn) : xi ∈ {−1, 0, 1} ,
|{i : xi = −1}| = a−1, |{i : xi = 1}| = a1}

è ìíîæåñòâîì ðåáåð

Ẽn =
{
{x, y} : `2 (x, y) =

√
2q
}
.

Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {G̃′n ({a−1, a1} , q)}n∈N = {G̃′n}n∈N, ãäå
G̃′n =

(
Ṽ ′n, Ẽ

′
n

)
� ãðàôû ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí

Ṽ ′n =

{
x = (x1, . . . , xn) : xi ∈

{
− 1√

2q
, 0,

1√
2q

}
,∣∣∣∣{i : xi = − 1√

2q

}∣∣∣∣ = a−1,

∣∣∣∣{i : xi = 1√
2q

}∣∣∣∣ = a1

}
è ìíîæåñòâîì ðåáåð

Ẽ ′n = {{x, y} : `2 (x, y) = 1} .

Ïóñòü

ζk (Q) = sup
{
ζ : ∃ ôóíêöèÿ δ = δ(n) òàêàÿ, ÷òî lim

n→∞
δ(n) = 0 è ∀n ∃ G �

ãðàô åäèíè÷íûõ ðàññòîÿíèé â Qn, ó êîòîðîãî

ω(G) < k, χ(G) ≥ (ζ + δ(n))n
}
.



Ïîä ãðàôîì åäèíè÷íûõ ðàññòîÿíèé ïîäðàçóìåâàåòñÿ äèñòàíöèîííûé ãðàô,
ó êîòîðîãî a = 1 â (3). Çàìåòèì, ÷òî åñëè îïðåäåëèòü âåëè÷èíó ζk (Q) íà
ìíîæåñòâå âñåõ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ, òî åå çíà÷åíèÿ ñîâïàäóò ñ ζk (R) äëÿ
êàæäîãî k. Íèæíèå îöåíêè äëÿ ζk (R) óæå áûëè èçó÷åíû À.Á. Êóïàâñêèì[45]

è À.À. Ñàãäååâûì[49]. Îäíàêî ìû îïðåäåëÿåì ýòó âåëè÷èíó ñ äîïîëíèòåëü-
íûì óñëîâèåì íà ìíîæåñòâî èññëåäóåìûõ ãðàôîâ. À èìåííî, â ñëó÷àå, êîãäà
ðàññòîÿíèå a ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, âåëè÷èíà ζk(Q) èìååò ñìûñë.

Â ðàçäåëå 4.3 ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû.
Äëÿ ãðàôîâ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {Gn}n∈N , {G̃n}n∈N óæå áûëè íàéäåíû

óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â ýòèõ ãðàôàõ îòñóòñòâóþò k-êëèêè[45]. Íèæå ñôîðìó-
ëèðîâàí óïîìÿíóòûé ðåçóëüòàò íå òîëüêî äëÿ òàêèõ ãðàôîâ, íî è äëÿ ãðà-
ôîâ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {G′n}n∈N , {G̃′n}n∈N (â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî
ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì).

Òåîðåìà 9. 1) Ïóñòü a′1, q
′ > 0 è q′ < a′1, a

′
1, q
′ ∈ R. Ðàññìîòðèì ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ {Gn}n∈N
(
{G′n}n∈N

)
. Ïóñòü k � íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî, k > 3. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

a′1 −
(ka′1)

2 − {ka′1}
2 − [ka′1]

k(k − 1)
< q′,

òî ãðàôû èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Gn}n∈N
(
{G′n}n∈N

)
ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-

øèõ n íå ñîäåðæàò ïîëíûõ ïîäãðàôîâ (êëèê) íà k âåðøèíàõ.
2) Ïóñòü a′1, a

′
−1, q

′ > 0 è q′ < a′1 , a′1, a
′
−1, q

′ ∈ R. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ {G̃n}n∈N
(
{G̃′n}n∈N

)
. Ïóñòü k � íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî, k > 3.
Åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà k(1− a′1 − a′−1) + {ka′1} > 1,

a′1 + a′−1 +
k(a′1 + a′−1)− (k(a′1 − a′−1))

2 − {k(a′1 − a′−1)}+ {k(a′1 − a′−1)}
2

k(k − 1)
< q′

èëè k(1− a′1 − a′−1) + {ka′1} < 1,

(k − k2)(2a′1 + 2a′−1 − 1) + (4k − 4) {ka′1}+ 4 {ka′1}
2

k(k − 1)
+

+
4k(a′1 + a′−1) [ka

′
1]− 4(ka′1)

2

k(k − 1)
+ a′1 + a′−1 < q′,

[49]À.À. Ñàãäååâ, �Î íèæíèõ îöåíêàõ õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñåë äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ ñ áîëüøèì îáõâàòîì�,
Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè, 101:3 (2017), 430�445.



òî ãðàôû èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {G̃n}n∈N
(
{G̃′n}n∈N

)
ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-

øèõ n íå ñîäåðæàò k�êëèê.

Èñïîëüçóÿ ÿâíûå êîíñòðóêöèè ãðàôîâ è ðåçóëüòàò òåîðåìû 9, ìû ïîëó÷àåì
íîâûå íèæíèå îöåíêè äëÿ âåëè÷èí ζk (Q) .

Òåîðåìà 10. Ïóñòü äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî k > 3. Òîãäà

ζk (Q) > max
x∈(0;1/8)

min
q′∈[x;4x]

max
a′1

q′q
′
(1− q′)1−q′

(a′1)
a′1(1− a′1)1−a′1

,

ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì a′1, óäîâëåòâîðÿþùèì îãðàíè÷åíèÿì

a′1 ∈ (0, 1) , a′1 < 2q′, q′ < a′1, a′1 −
(ka′1)

2 − {ka′1}
2 − [ka′1]

k(k − 1)
< q′.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî k > 3. Òîãäà

ζk (Q) > max
x∈(0;1/8)

min
q′∈[x;4x]

max
a′1,a

′
−1

(q′ − 2`)q
′−2`(1− q′ + `)1−q′+`

(a′1)
a′1(a′−1)

a′−1(1− a′1 − a′−1)
1−a′1−a′−1

,

ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì a′−1, a
′
1, óäîâëåòâîðÿþùèì îãðàíè÷åíèÿì

a′−1 < a′1, a
′
1 + a′−1 < 1/2, 3a′−1 + a′1 = 2q′,

a′1+a
′
−1+

k(a′1 + a′−1)− (k(a′1 − a′−1))
2 − {k(a′1 − a′−1)}+ {k(a′1 − a′−1)}

2

k(k − 1)
< q′,

à ` ðàâíî
3q′+1−

√
1+6q′−3(q′)2

6 .

Ïóñòü ãðàô Gn = (V,E) � ãðàô, ïðèíàäëåæàùèé îäíîé èç ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé {Gn}n∈N èëè {G̃n}n∈N. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nn ÷èñëî åãî âåðøèí.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå connjk (Gn, v1, . . . , vj), j < k, äëÿ ÷èñëà k�êëèê â ãðàôå
Gn, ñîäåðæàùèõ âåðøèíû v1, . . . , vj. Ïóñòü

connjk (Gn) = max
v1,...,vj

connjk (Gn, v1, . . . , vj) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç sjk
(
{Gn}n∈N

)
è sjk

(
{G̃n}n∈N

)
ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

sjk
(
{Gn}n∈N

)
= lim

n→∞
logNn conn

j
k (Gn) , Gn ∈ {Gn}n∈N ,

sjk

(
{G̃n}n∈N

)
= lim

n→∞
logNn conn

j
k (Gn) , Gn ∈ {G̃n}n∈N.



Äëÿ óêàçàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ãðàôîâ äàííûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò. Ïî-
ëîæèì sjk(a

′
1, a
′
1−q′) = sjk

(
{Gn}n∈N

)
= sjk

(
{G′n}n∈N

)
, sjk(a

′
1, a
′
−1, a

′
1+a

′
−1−q′) =

sjk
(
{Gn}n∈N

)
= sjk

({
G̃′n

}
n∈N

)
.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà â ðàáîòå [45].

Òåîðåìà 12. Ïóñòü äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî k > 3. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-
íîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a′1, óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ a′1 ∈ (0, 1/2) .

Ïîëîæèì

τ0 = τ0(a
′
1) =

(
a′1
2

)−a′12 (
1− a′1

2

)−1+
a′1
2

, τ1 = τ1(a
′
1) = (a′1)

−a′1 (1− a′1)
−1+a′1 .

Òîãäà

ζk(R) > max
a′1∈(0,1/2)

τ1(a
′
1)

1− 2s2k(a
′
1,a
′
1/2)

(k−2)(k+1)

τ0(a′1)
.

Çà ñ÷åò òåîðåìû 12 è áîëåå ñèëüíîé îöåíêè sjk
(
{Gn}n∈N

)
ïðè q′ = a′1/2

óäàåòñÿ óñèëèòü ðåçóëüòàò äëÿ ζk (R) .
Ïðåäëîæåíèå 1. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè:

s2
k (a

′
1, a
′
−1, a

′
1 + a′−1 − q′) 6 k − 2;

s2
k (a

′
1, a
′
1 − q′) 6 s2

3 (a
′
1, a
′
1 − q′) + (k − 3)s3

4 (a
′
1, a
′
1 − q′) ,

s2
3 (a

′
1, a
′
1 − q′) = max

t
log 1

(a′1)
a′1(1−a′1)

1−a′1

P

Q

s3
4 (a

′
1, a
′
1 − q′) = max

t,`,m,p,r
log 1

(a′1)
a′1(1−a′1)

1−a′1

L

M
,

P = P (a′1, b) = bb(a′1 − b)2(a′1−b)(1− 2a′1 + b)1−2a′1+b,

Q = Q(a′1, b, t) = t2t(b− t)3(b−t)(a′1 − 2b+ t)2(a′1−2b+t)(1− 2a′1 + b− t)1−2a′1+b−t,

L = L(a′1, b, t, `,m, p, r) = (t+`)(t+`)(b−t−`)3(b−t−`)(a′1−2b+t+`)3(a′1−2b+t+`)×
× (1− 3a′1 + 3b− t− `)1−3a′1+3b−t−`,

M =M(a′1, b, t, `,m, p, r) = ttmm``pprr(b−t−`−m)b−t−`−m(b−t−`−p)b−t−`−p×
×(b−t−`−r)b−t−`−r(b−t−m−p)b−t−m−p(b−t−m−r)b−t−m−r(b−t−p−r)b−t−p−r×
×(a′1−3b+2t+`+m+p)a

′
1−3b+2t+`+m+p(a′1−3b+2t+`+m+r)a

′
1−3b+2t+`+m+r×

× (a′1−3b+2t+ `+p+r)a
′
1−3b+2t+`+p+r(a′1−3b+2t+m+p+r)a

′
1−3b+2t+m+p+r×

× (1− 4a′1 + 6b− 3t− `−m− p− r)1−4a′1+6b−3t−`−m−p−r,



ãäå b = a′1 − q′. Ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî ïàðàìåòðû a′1, b, t, `,m, p, r ïðèíè-
ìàþò òîëüêî òàêèå çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèè P,Q, L,M êîððåêòíî
îïðåäåëåíû.

Ñëåäóþùèå òåîðåìû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü íîâûå íèæíèå îöåíêè äëÿ âåëè-
÷èí ζk(Q).

Òåîðåìà 13. Ïóñòü äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî k > 3. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå
÷èñëî x ∈ (0; 1/8) . Äëÿ êàæäîãî q′ èç îòðåçêà [x; 4x] ðàññìîòðèì ïðîèç-
âîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî a′1, óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèÿì

a′1 ∈ (0, 1/2) , a′1 < 2q′.

Ïîëîæèì

τ0 = τ0(q
′) = (q′)

−q′
(1− q′)−1+q′

, τ1 = τ1(a
′
1) = (a′1)

−a′1 (1− a′1)
−1+a′1 .

Òîãäà

ζk(Q) > max
x∈(0; 18)

min
q′∈[x;4x]

max
a′1

τ1(a
′
1)

1− 2s2k(a
′
1,a
′
1−q
′)

(k−2)(k+1)

τ0(q′)
,

ãäå ìàêñèìóì ïî a′1 áåðåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ýòîò
ïàðàìåòð, óêàçàííûìè â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû.

Òåîðåìà 14. Ïóñòü äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî k > 3. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå
÷èñëî x ∈ (0; 1/8) . Äëÿ êàæäîãî q′ èç îòðåçêà [x; 4x] ðàññìîòðèì ïðîèç-
âîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a′−1, a

′
1 óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèÿì

a′−1, a
′
1 ∈ (0, 1) , a′−1 + a′1 6

1

2
, a′−1 6 a′1, 3a′−1 + a′1 = 2q′.

Ïîëîæèì

A =
2 + 9a′−1 + 3a′1 −

√(
2 + 9a′−1 + 3a′1

)2 − 12
(
3a′−1 + a′1

)2

12
,

B =
3a′−1 + a′1

2
− 2A, C = 1 + A−

3a′−1 + a′1
2

.

Ïóñòü, äàëåå,
ρ0 = ρ0(a

′
−1, a

′
1) = A−AB−BC−C ,

ρ1 = ρ1(a
′
−1, a

′
1) = (1− a′1 − a′−1)

−1+a′1+a′−1 (a′−1)
−a′−1 (a′1)

−a′1 .



Òîãäà

ζk(Q) > max
x∈(0; 18)

min
q′∈[x;4x]

max
a′−1,a

′
1

ρ1(a
′
−1, a

′
1)

1− 2s2k(a
′
1,a
′
−1,a

′
1+a
′
−1−q

′)
(k−2)(k+1)

ρ0(a′−1, a
′
1)

,

ãäå ìàêñèìóì ïî a′−1, a
′
1 áåðåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ýòè

ïàðàìåòðû, óêàçàííûìè â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû.

Òåîðåìû 12�14 èñïîëüçóþò âåðîÿòíîñòíûå êîíñòðóêöèè äèñòàíöèîííûõ
ãðàôîâ.

Òàêæå â ðàçäåëå 4.3 ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê äëÿ
âåëè÷èí ζk(R) è ζk(Q) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé k. Äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé
k íàì óäàëîñü óòî÷íèòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû [45] äëÿ âåëè÷èí ζk (R) . Äëÿ
âåëè÷èí ζk (Q) ïîëó÷åíû íîâûå íåòðèâèàëüíûå è îïòèìàëüíûå â íåêîòîðîì
ñìûñëå ðåçóëüòàòû.

Â ðàçäåëå 4.4 ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 1 è òåîðåì 10, 11,
13, 14.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëÿþòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííûìè ñëåäóþùèå íàïðàâëåíèÿ äàëü-
íåéøèõ èññëåäîâàíèé. Â çàäà÷å äëÿ âåëè÷èíû mk(n) äëÿ k = 1 âîïðîñ îá
óëó÷øåíèè âåðõíåé îöåíêè, ïîëó÷åííîé åùå Ï. Ýðäåøåì â 1964, äî ñèõ ïîð
îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 5 õî÷åòñÿ ðàñøèðèòü îáëàñòü
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà c èëè õîòÿ áû ïîêàçàòü, ÷òî â áîëåå øèðîêîé îáëàñòè
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà c èìååòñÿ ïðåäåëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ â òðåõ çíà÷åíèÿõ
áåç âîçìîæíîñòè íàéòè èõ ÿâíî. Òàêæå áûëî áû èíòåðåñíî äëÿ äàííîé îáëà-
ñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà c óìåíüøèòü äëèíó îòðåçêà, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ
ïðåäåëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ â òðåõ çíà÷åíèÿõ.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-
ëþ ïðîôåññîðó Øàáàíîâó Äìèòðèþ Àëåêñàíäðîâè÷ó è íàó÷íîìó êîíñóëüòàí-
òó ïðîôåññîðó Ðàéãîðîäñêîìó Àíäðåþ Ìèõàéëîâè÷ó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è
íåîöåíèìóþ ïîääåðæêó â ðàáîòå. Àâòîð òàêæå ïðèçíàòåëåí äîêòîðó ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Æóêîâñêîìó Ìàêñèìó Åâãåíüåâè÷ó çà èñêëþ÷èòåëüíî
ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.
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