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Общая характеристика работы

Изучение квантовых когерентных свойств макроскопических систем
представляет собой одно из основных направлений исследований в современ­
ной физике конденсированного состояния. При этом образцы, изучаемые в
различных экспериментах, часто неидеальны — это может быть вызвано как
различными примесями и дефектами, которые в том или ином количестве
присутствуют в любых образцах, так и полным отсутствием кристаллической
структуры (в качестве примера приведём аморфные тонкие плёнки InO𝑥, изу­
чению которых посвящена часть этой диссертации). В основополагающей ра­
боте Андерсона [1] было предсказано, что такой вмороженный беспорядок
может значительно повлиять на свойства системы, приводя к так называ­
емой локализации: часть или все волновые функции системы в отсутствие
взаимодействия между частицами оказываются локализованными. Это обсто­
ятельство значительно влияет на кинетические свойства таких систем: весь
транспорт через систему, будь то транспорт заряда (проводимость), тепла
(теплопроводность) или спина, оказывается экспоненциально подавленным
по размеру системы (подчеркнём, это обстоятельство относится к случаю от­
сутствующего взаимодействия).

Андерсоновская локализация по своей природе является квантовым
интерференционным эффектом, и поэтому она в значительной мере чувстви­
тельна к наличию в системе неупругих процессов — таких как взаимодей­
ствие между частицами, или наличие связи с внешним резервуаром. Когда
беспорядок в каком-то смысле слаб, взаимодействие приводит к сбою фазы
частиц, подавляя интерференционные эффекты, что приводит к слаболокали­
зационным поправкам к проводимости [2]. Изучение этих поправок позволяет
приблизится к локализационному переходу со стороны металлической фазы,
и демонстрирует ключевую роль пространственной размерности системы. В
частности, в одномерных системах слаболокализационные поправки расхо­
дятся, что означает, что режим “слабого беспорядка” в одномерии попросту
отсутствует; это является проявлением того факта, что в одномерии всякий
беспорядок приводит к локализации. Двумерные системы представляют со­
бой пограничный случай: в них слаболокализационные поправки расходятся
лишь логарифмически. Хотя сколь угодно слабый беспорядок в отсутствие
взаимодействий и приводит к локализации всех волновых функций, длина ло­
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кализации оказывается экспоненциально большой и различные возмущения
(в роли таковых могут выступать взаимодействие между частицами, спин­
орбитальное взаимодействие и т.п.) могут привести к изменению этой кар­
тины. Наконец, в трёхмерной системе предсказывается наличие квантового
фазового перехода металл-изолятор, при котором с одной стороны перехо­
да волновые функции делокализованы, с другой — локализованы, а в самой
точке перехода наблюдается явление мультифрактальности волновых функ­
ций [3]. Из-за вышеперечисленных обстоятельств, низкоразмерные системы
представляют наибольший интерес с точки зрения локализации.

В случае, если беспорядок сильный, взаимодействие всё равно может
привести к наличию в системе конечной проводимости при ненулевой темпе­
ратуре, посредством механизма, известного как «прыжковая проводимость»,
предсказанного Моттом и обобщённым на случай наличия кулоновского даль­
нодействия Эфросом и Шкловским. В их картине, неупругие процессы, вы­
званные кулоновским взаимодействием между электронами или взаимодей­
ствием с внешней фононной баней, приводят к туннелированию электронов
между локализованными состояниями, из-за чего проводимость при 𝑇 > 0

оказывается ненулевой (которая, однако, зануляется при 𝑇 = 0).
Однако, сейчас известно, что и эта картина также может нарушать­

ся. Баско, Алейнер и Альтшулер [4] предсказали, что в замкнутых системах
даже при наличии электрон-электронного взаимодействия, но в отсутствии
взаимодействия с внешним фононным резервуаром (что является хорошим
приближением при очень низких температурах), может существовать пере­
ход металл-изолятор при положительных температурах, который был назван
многочастичной локализацией. Авторы [4] исследовали многочастичные фо­
ковские состояния, построенные на одночастичных локализованных состоя­
ниях, и изучали вопрос, могут ли матричные элементы взаимодействия при­
вести к делокализации этих состояний по всему фоковскому пространству.
Из приведённых ими оценок следовало, что это происходит не всегда, и что
в системе может присутствовать многочастичный порог мобильности — что,
в частности, приводит к занулению проводимости при ненулевых температу­
рах. Многочастичная локализация вызвала бурный интерес в научном сооб­
ществе, поскольку она также соответствует нарушению эргодичности и отхо­
ду поведения термодинамики таких систем от описываемого распределением
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Гиббса — наречённого в литературе «нарушением гипотезы о термальности
собственных состояний» (Eigenstate Thermalization Hypothesis). Эта гипоте­
за представляет собой квантомеханический аналог эквивалентности между
микроканоническим и каноническим ансамблями, известной в классической
статистической механике.

В свете описанных выше обстоятельств становится понятно, что од­
новременный учёт эффектов взаимодействия и локализации приводит к бо­
гатому многообразию всевозможных физических явлений, наблюдаемых в
различных системах. По этой причине, вероятно, построение общей теории,
описывающей взаимодействующие неупорядоченные системы, невозможно.
Тем самым, целью данной диссертации было избрано оказание посильного
вклада в эту область научных знаний путём исследования набора конкрет­
ных примеров таких систем, представлявших интерес для автора в течение
его работы над диссертацией.

Актуальность темы. Квантовые неупорядоченные одномерные спиновые
цепочки представляют живой научный интерес с точки зрения изучения про­
блемы многочастичной локализации, которая активно изучается в научном
сообществе в течение последних лет; поэтому изучение базовых физических
свойств таких систем является актуальной и интересной задачей.

Изучение сильно неупорядоченных сверхпроводников в первую оче­
редь мотивировано серией недавних экспериментов на аморфных тонких
плёнках InO𝑥, TiN, NbN и других схожих системах. При этом исследова­
ние температурной зависимости проводимости 𝜎(𝑇 ) в таких системах пред­
ставляет интерес с экспериментальной точки зрения, поскольку такого ро­
да эксперименты позволяют извлекать значения величин, характеризующих
сверхпроводящее состояние — к примеру, температуру сверхпроводящего пе­
рехода 𝑇𝑐; прямое определение этой величины как температуры, при которой
сопротивление обращается в ноль, затруднено из-за того, что сопротивление
спадает до нуля в очень широком температурном интервале.

Наконец, необходимость изучения вихревого стекла также вызвана
недавними экспериментами на плёнках InO𝑥, которые демонстрировали на­
личие в такой системе ненулевого значения величины критического тока при
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больших величинах приложенного поперечного магнитного поля (вплоть до
второго критического).

Степень разработанности темы. Эффекты от нелинейности спектра в
одномерных квантовых жидкостях активно изучались с различных позиций,
см. недавний обзор [5] и работы [6—9]. К этой задаче есть два различных
подхода, соответствующие использованию либо фермионного, либо бозонно­
го представления. В фермионном представлении исходный спектр квазича­
стиц имеет вид 𝜖(𝑞) = 𝑢𝑞 + 𝛿𝜖(𝑞), где 𝛿𝜖(𝑞) ≪ 𝑢𝑞 при малых 𝑞. Для слабого
взаимодействия между фермионами, спектральная функция 𝑔(𝜔,𝑞), соответ­
ствующая любому бозонному оператору, может быть получена как свёртка
двух фермионных спектральных функций, и тем самым в ней будет при­
сутствовать конечная ширина 𝛿𝜀(𝑞). Однако, этот подход неприменим если
взаимодействие между фермионами не является слабым. С другой стороны,
сильное взаимодействие между фермионами может быть учтено используя
бозонное представление, в котором, однако, нелинейность исходного ферми­
онного спектра приводит к наличию нелинейных членов взаимодействия меж­
ду бозонными модами. Проблема учёта таких членов в рамках приближения
жидкости Латтинджера нетривиальна, поскольку все одномерные частицы с
линейным спектром обладают одинаковой групповой скоростью, из-за чего
их взаимодействие имеет резонансный характер - к примеру, продукты рас­
пада находятся в контакте в течение бесконечно долгого времени. Как след­
ствие, прямое применение второго порядка теории возмущений приводит к
расходимостям в мнимой части собственной энергетической части на «свето­
вом конусе». В пределе 𝑇 → 0, ширина бозонной спектральной линии иссле­
довалась ранее в работах [5; 8; 10] для случая общего положения, соответ­
ствующего наличию приложенного однородного магнитного поля к спиновой
цепочке, которое нарушает симметрию по отношению к инверсии. Интересу­
ющих нас предел 𝜔 ≪ 𝑇 в присутствие магнитного поля оказывается похож
на случай, разобранный в работе А.Ф. Андреева [11] для флуктуационной
поправки к вязкости одномерной классической жидкости, и разобранный в
контексте жидкости Латтинджера в работе [6]. Автору неизвестны аналогич­
ные вычисления, которые учитывали бы эффекты нелинейности спектра для
симметричного случая ℎ = 0. Также стоит упомянуть другие работы, свя­
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занные с наличием так называемого «веса Друде» — коэффициента при 𝛿(𝜔)

при вещественной части проводимости — в таких спиновых цепочках [12].
С экспериментальной точки зрения, неупорядоченные сверхпроводни­

ки вблизи перехода сверхпроводник-изолятор привлекают большой интерес в
последнее время [13—22]. Среди прочего, это вызвано появлением новых экс­
периментальных методик, таких как низкотемпературная туннельная спек­
троскопия. Как следствие, в работах [17; 18] было обнаружено сильное по­
давление плотности состояний в окрестности уровня Ферми при температу­
рах сильно выше температуры сверхпроводящего перехода 𝑇𝑐. Подробная
полуколичественная теория сверхпроводимости, подобная теории Бардина,
Купера и Шрифера (БКШ), однако стартующая с локализованных одноэлек­
тронных состояний (в окрестности трёхмерного локализационного перехода
Андерсона) была разработана в работах [23; 24]. Флуктуационная проводи­
мость (парапроводимость) является одним из наиболее общих явлений, кото­
рое свойственно всем неупорядоченным сверхпроводникам. Это явление было
предсказано в работе Асламазова и Ларкина [25], и связано оно с флуктуа­
ционными Куперовскими парами, которые при температурах слегка выше
критической имеют конечное, но большое время жизни. В непосредствен­
ной окрестности сверхпроводящий точки, внутри флуктуационной области
𝜖 = (𝑇−𝑇𝑐)/𝑇𝑐 . Gi (число Гинзбурга), взаимодействие между сверхпроводя­
щими флуктуациями оказывается сильным, что приводит к универсальному
скейлингу различных термодинамических величин [26], который определяет­
ся лишь симметрией параметра порядка и размерностью пространства. Менее
известно, однако, что происходит с кинетическими свойствами системы (таки­
ми как проводимость). К примеру, в работе [27] приводилась аргументация в
пользу того, что парапроводимость, в действительности, более чувствительна
к нелинейным эффектам и отличается от результата Асламазова и Ларкина
уже при Gi ≪ 𝜖≪

√
Gi. Однако, вычисления в этой работе были проведены

для случая наличия достаточно сильного распаривания, и наблюдаемый эф­
фект, в действительности, оказывается достаточно слабым. Поэтому вопрос
о наличии отдельной параметрической области в температурной зависимости
парапроводимости остался выясненным не до конца.

Интерес к изучению сильно неупорядоченных сверхпроводников в
сильном приложенном поперечном поле также вызван активными экспери­
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ментальными исследованиями в этой области, см. обзор [28] и, к примеру,
работу [29]. Энергия кора вихря в таких системах может меняться на вели­
чину порядка самой этой энергии при сдвиге вихря на расстояние порядка
размера его кора. Столь сильный пиннинг возникает из-за того, что флуктуа­
ции параметра порядка в пространстве превышают его среднее значение [24].
Регулярная решётка вихрей при таких условиях не образуется, нет даже и
ближнего решёточного порядка, однако плотность вихрей в среднем постоян­
на и задана магнитным полем с хорошей точностью. Отсутствие даже ближне­
го решеточного порядка не позволяет строить теорию известными методами,
восходящими к работе А.И.Ларкина [30] (см. также статью [31] и обзоры [32—
34]), поскольку все они рассматривают потенциал дефектов как возмущение
по сравнению с энергией упругой деформации решетки вихрей (в модели кол­
лективного слабого пиннинга), либо же рассматривают пиннинг отдельных
вихрей без учета межвихревого взаимодействия; оба эти подхода непримени­
мы в интересующем нас случае. Отдельно следует также упомянуть теорию
сильного пиннинга [35—37], где рассматриваются сильные примеси, а меж­
вихревое взаимодействие учитывается в рамках теории упругости вихревой
решетки: это оказывается возможным в силу предположения о малости кон­
центрации сильных дефектов. Отличие нашей ситуации в том, что дефекты
сильные, и концентрация их велика. Феноменологический подход к задаче о
вихрях в пленке, подобный модели «кулоновского стекла» Эфроса и Шклов­
ского [38; 39], был развит в работе [40], см. также [41]. Мы развиваем другой
подход, опирающийся на работу Мюллера и Иоффе [42] (см. также ряд после­
дующих работ [43; 44]), где задача о развитии кулоновской щели изучалась
методами теории спиновых стекол, и предсказывался фазовый переход в неэр­
годическое состояние с нарушенной репличной симметрией.

Целью данной работы является изучение транспортных свойств в
квантовых мезоскопических неупорядоченных сильно коррелированных си­
стемах на серии конкретных примеров таких систем.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следую­
щие задачи:

1. Исследовать влияние поправок, возникающих при учёте эффектов
нелинейности спектра, на ширину спектральной линии в чистой
XXZ спиновой цепочке, а также на спиновый транспорт и транспорт
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тепла через такую цепочку при наличии случайных вмороженных
магнитных полей.

2. Вывести эффективное действие, описывающее флуктуации сверх­
проводящего параметра порядка в сверхпроводниках с развитой
псевдощелью.

3. Исходя из выведенного действия, разработать диаграммную техни­
ку для систематического изучения динамики флуктуаций и вычис­
лить величину флуктуационной проводимости в такой система.

4. Построить модель, описывающую коллективный пиннинг вихрей
в сильно неоднородных сверхпроводящих тонких плёнках. Выве­
сти эффективное описание построенной модели, используя методы
квантовой теории поля.

5. Исследовать фазовый переход в стекольную фазу в рамках предло­
женной модели.

6. Изучить физические свойства стекольной фазы, включая величину
сверхтекучей плотности в ней.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Построена процедура самосогласованного учёта эффектов нелиней­

ности спектра на динамику в XXZ спиновой цепочке. Вычислена
величина ширины спектральной линии спиновой корреляционной
функции при низких частотах в отсутствие и в присутствии прило­
женного однородного магнитного поля. Изучено асимптотическое
поведение спиновой корреляционной функции при больших време­
нах. Произведена оценка влияния этих эффектов на транспортные
свойства неупорядоченной цепочки.

2. Выведено динамическое действие, описывающее флуктуации пара­
метра порядка для модели сверхпроводника с сильно развитой псев­
дощелью. Идентифицировано наличие трёх релевантных темпера­
турных областей в окрестности критической температуры: область
гауссовых флуктуаций, промежуточная область и область крити­
ческих флуктуаций. Изучена величина парапроводимости Аслама­
зова-Ларкина в области гауссовых флуктуаций. Приведена оценка
той же величины в промежуточной температурной области. Обна­

9



ружена сильная пространственная неоднородность проводимости в
области критических флуктуаций.

3. Предложена модель, описывающая коллективный пиннинг системы
сверхпроводящих вихрей, обладающей конечной плотностью, в про­
странственно сильно неоднородной тонкой сверхпроводящей плён­
ке. Идентифицировано наличие стекольного фазового перехода в
такой системе. Продемонстрировано наличие сильного пиннинга и
восстановления сверхтекучего отклика при низких температурах.

Научная новизна:
1. Впервые получено выражение для ширины спектральной линии при

низких частотах для чистой XXZ спиновой цепочки в отсутствие
магнитного поля.

2. Впервые оценено влияние эффектов нелинейности спектра на транс­
портные свойства такой цепочки.

3. Впервые изучен теоретически вопрос о виде флуктуационных по­
правок в сильно неупорядоченных сверхпроводниках с развитой
псевдощелью.

4. Впервые разработан систематический аналитический подход к за­
даче о сильном коллективном пиннинге системы сверхпроводящих
вихрей с конечной плотностью в сильно неупорядоченных тонких
сверхпроводящих плёнках.

Достоверность и апробация работы. Основные результаты рабо­
ты докладывались на:

– Симпозиум «Localization, Interactions and Superconductivity», Черно­
головка, Россия, 27 июня – 1 июля 2016 г.; постер «Spin correlations
and decay of quasiparticles in XXZ model at 𝑇 > 0»

– Симпозиум CPTGA «Strongly disordered and inhomogeneous
superconductivity», Гренобль, Франция, 21 – 22 ноября 2016 г.;
доклад «Spin correlation functions and quasiparticle decay»

– Симпозиум Winter workshop/school on localization, interactions and
superconductivity, Черноголовка, Россия, 19 – 22 декабря 2016 г.; до­
клад «Spin correlation functions and quasiparticle decay»

– Конференция Landau Days 2017, Черноголовка, Россия, 26 – 29 июня
2017 г.; постер «Paraconductivity in pseudogapped superconductors»
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– Школа School on Fundamentals on Quantum Transport, Триест, Ита­
лия, 31 июля – 4 августа 2017 г.; постер «Paraconductivity in
pseudogapped superconductors»

– Школа Frontiers of condensed matter, Лез Уш, Франция, 18 –
29 сентября 2017 г.; постер «Paraconductivity in pseudogapped
superconductors»

– Симпозиум Winter workshop/school on localization, interactions and
superconductivity, Черноголовка, Россия, 18 – 21 декабря 2017 г.; до­
клад «Paraconductivity in pseudogapped superconductors»

– Симпозиум Localization, Interactions and Superconductivity, Черного­
ловка, Россия, 30 июня – 4 июля 2018 г.; постер «Paraconductivity in
pseudogapped superconductors»

– Школа Summer School on Collective Behaviour in Quantum Matter,
Триест, Италия, 27 августа – 14 сентября 2018 г.; постер
«Paraconductivity in pseudogapped superconductors»

– Конференция A. A. Abrikosov Memorial Conference, Черноголов­
ка, Россия, 24 – 28 июня 2018 г.; доклад «Paraconductivity in
pseudogapped superconductors»

– Конференция International Conference for Professionals & Young
Scientists "Low Temperature Physics", Харьков, Украина, 3 – 7 июня
2019 г.; доклад «Paraconductivity in pseudogapped superconductors»

– Конференция Landau Days 2020, Черноголовка, Россия, 22 – 25 июня
2020 г.; доклад «2D Coulomb glass as a model of strong vortex pinning
in thin-film superconductors»

Кроме этого, все результаты докладывались на научных семинарах
учёного совета ИТФ им. Л.Д. Ландау РАН.

Личный вклад. Все результаты, приведённые в данной диссертаци­
онной работе, получены лично автором или при его непосредственном уча­
стии.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
в 3 печатных изданиях, 3 из которых изданы в журналах, рекомендованных
ВАК. Список работ приведён в конце реферата.
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Содержание работы

Диссертация состоит из введения, трёх глав и заключения.
Во введении обосновывается актуальность исследований, проводи­

мых в рамках данной диссертационной работы, приводится обзор научной
литературы по изучаемой проблеме, формулируется цель, ставятся задачи
работы, сформулированы научная новизна и практическая значимость пред­
ставляемой работы.

Первая глава посвящена изучению ширины спектральной линии в
квантовой одномерной цепочке спинов 1/2 с XXZ взаимодействием, а также
спинового и теплового транспорта через такие цепочки при наличии беспоряд­
ка в виде случайных одноузельных магнитных полей. В первом разделе
приводится обзор литературы и обосновывается актуальность этой задачи.
Изучаемая модель формулируется во втором разделе, стартуя с исходного
гамильтониана:

𝐻̂ = −𝐽
∑︁
𝑛

(︂
𝑆𝑥
𝑛𝑆

𝑥
𝑛+1 + 𝑆𝑦

𝑛𝑆
𝑦
𝑛+1 + ∆𝑆𝑧

𝑛𝑆
𝑧
𝑛+1 +

ℎ𝑛
𝐽
𝑆𝑧
𝑛

)︂
, (1)

⟨ℎ𝑛⟩ ≡ ℎ, ⟨⟨ℎ𝑛ℎ𝑚⟩⟩ ≡ 𝑊 2𝛿𝑛𝑚, (2)

и, посредством преобразования Йордана-Вигнера и последующей бозониза­
ции переходя к полевому описанию в рамках модели жидкости Латтиндже­
ра, описывающее динамику флуктуаций спиновой плотности. Квадратичная
часть гамильтониана может быть представлена в следующем виде (в отсут­
ствие беспорядка 𝑊 = 0):

ℋ̂0 = 𝜋𝑢(𝑅2 + 𝐿2), ℋ̂ℎ = ℎ
√
𝐾(𝑅 + 𝐿). (3)

Поля 𝑅 и 𝐿 описывают непрерывный предел плотности намагниченности (с
дополнительным множителем

√
𝐾, введённым для удобства) 𝜌(𝑥 = 𝑛𝑎) =

𝑆𝑧
𝑛/𝑎 и содержат только Фурье-компоненты 𝑘 > 0 и 𝑘 < 0 соответственно.

В свою очередь, учёт эффектов нелинейности приводит к иррелевантным в
смысле ренормгруппы поправкам, из которых наиболее важные при низких
температурах имеют следующий вид:

ℋ̂(4)
𝑏.𝑐. = −𝛼

2
(𝜆+𝑅

2𝐿2 + 𝜆−(𝑅4 + 𝐿4)), (4)
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Магнитное поле нарушает «частично-дырочную симметрию» (на языке фер­
мионов Йордана-Вигнера) или симметрию по отношению к инверсии 𝑧 ↦→ −𝑧
(на языке исходных спинов); оно может быть убрано из квадратичной части
гамильтониана тривиальной сдвижкой 𝑅,𝐿 ↦→ 𝑅,𝐿−

√
𝐾

2𝜋𝑢ℎ, которая, с учётом
нелинейных членов (4) генерирует кубические вершины взаимодействия:

ℋ̂(3)
𝑏.𝑐. =

𝛼1

3
(𝑅3 + 𝐿3) +

𝛼2

2
(𝑅2𝐿+𝑅𝐿2), (5)

(константы 𝛼1,2 тривиальным образом связаны с 𝜆±). В третьем разделе
разрабатывается диаграммная техника для такой взаимодействующей тео­
рии поля, основывающаяся на келдышевской диаграммной технике. Изучает­
ся ширина Γ(𝜔) спектральной линии корреляторов плотности намагниченно­
сти, которая определяется через вид «одетых» запаздывающих пропагаторов
𝑔
(𝛼)
𝑟𝑒𝑡 (x1−x2) = −𝑖𝜃(𝑡1−𝑡2) ⟨[𝛼(x1),𝛼(x2)]⟩ (тут 𝛼 = 𝑅,𝐿; x = (𝑥,𝑡), и q = (𝑞,𝜔)):

𝑔
(𝑅/𝐿)
𝑟𝑒𝑡 (q) = ± 𝑞

2𝜋

1

𝜔 ∓ 𝑢𝑞 + 𝑖Γ(𝑅/𝐿)(q)
(6)

Показывается, что в рамках учёта возмущений во втором порядке теории
возмущений (по кубическим и четверным вершинам взаимодействия) возни­
кают нефизические сингулярности в величине Γ(𝜔,𝑞) на “массовой поверх­
ности” вида Γ(𝜔,𝑞) ∝ 𝛿(𝜔 − 𝑢𝑞). Разрабатывается процедура самосогласо­
ванного учёта наиболее сингулярных диаграмм, учитывающих конечность
ширины линии «финальных» состояний, в отсутствие магнитного поля (с
четверными вершинами взаимодействия) и в его присутствие (кубические
вершины). В поддающимся аналитическому изучению случае 𝜔 ≪ 𝑇 , в
отсутствие магнитного поля ширина линии может быть обезразмерена как
Γ4(𝜔 = 𝑢𝑞) ≈ 𝛼𝜆−

𝑢3 𝑇𝜔
2 · 𝛾4(𝑧 ≡ 𝜔

𝑇 ) и уравнение на 𝛾4(𝑧) принимает следующий
вид:

𝛾4(𝑧) ≈ 3

8𝜋6

∫︁
|𝑧𝑖|.1

𝑑𝑧𝑖
𝛾4(𝑧1)𝑧21 + 𝛾4(𝑧2)𝑧22 + 𝛾4(𝑧3)𝑧23

(7)

Соответствующее обезразмеривание в присутствие магнитного поля прини­
мает вид Γ3(𝜔) = |𝛼1|

𝑢2 𝜔
2𝛾3(𝑧 ≡ 𝜔

𝑇 ) и уравнение на 𝛾3(𝑧) принимает вид:

𝛾3(𝑧) =
1

8𝜋4

∫︁
|𝑧𝑖|.1

𝑑𝑧𝑖
𝑧21𝛾3(𝑧1) + 𝑧22𝛾3(𝑧2)

(8)
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Анализ этих уравнений приводит к следующим решениям, которые представ­
ляют основной результат первой главы:

Γ4(𝜔) = 𝐶1
𝛼𝜆−
𝑢3

𝑇𝜔2

√︃
ln

𝑇

|𝜔|
∼ 𝑇

𝜔2

𝐽2

√︃
ln

𝑇

|𝜔|
(9)

Γ3(𝜔) = 𝐶2
|𝛼1|
𝑢2

𝑇 1/2|𝜔|3/2 ∼ |ℎ|𝑇 1/2|𝜔|3/2

𝐽2
(10)

Результат (10) оказывается эквивалентен задаче о вязкости классической од­
номерной жидкости [11], и также был получен в работе [6] в контексте жид­
кости Латтинджера. Кроме того, данный результат находится в согласии с
результатами для скейлинга ширины фононной линии в рамках модели KPZ,
асимптотическая эквивалентность которой обсуждалась в работе [45]. Пока­
зывается, что переход от результата (9) к результату (10) происходит при
величине магнитного поля порядка ℎ ∼ 𝑇 . Помимо этого, в третьем разделе
также изучаются ведущие поправки, возникающие от диаграмм, которые не
были учтены в рамках самосогласованного вычисления. Показывается, что
при наличии магнитного поля, поправки, вообще говоря, не содержат малого
параметра и обладают таким же скейлингом что и выражение (10) — тем не
менее, приводится аргументация в пользу того, что вид ответа сохраняется.
В симметричном же случае при отсутствии магнитного поля поправки содер­
жат малость в виде отрицательных степеней ln(𝑇/𝜔). В четвёртом разделе
изучается влияние найденной ширины спектральной линии на асимптотиче­
ское поведение корреляционной функции

⟨
𝑆𝑧
𝑛(𝑡)𝑆𝑧

0(0)
⟩
. Показывается, что

она представляет собой пару квазидиффузионных «волновых пакетов», цен­
трированных около 𝑛 = ±𝑢𝑡/𝑎, и которые имеют характерную ширину в
𝑙𝐷(𝑡)/𝑎 узлов, где:

𝑙𝐷(𝑡) =

⎧⎨⎩(𝐶1𝛼𝜆−𝑇 |𝑡|/𝑢)1/2 ∼ 𝑎 · (𝑇 |𝑡|)1/2, ℎ≪ 𝑇,

(𝑇/𝑢)1/3(𝐶2𝛼1|𝑡|)2/3 ∼ 𝑎 · (𝑇/𝐽)1/3(ℎ|𝑡|)2/3, ℎ≫ 𝑇.
(11)

Характерная высота этого «волнового пакета» определяется из значения этой
корреляционной функции при |𝑛𝑎∓ 𝑢𝑡| ≪ 𝑙𝐷 и даётся:

⟨𝑆𝑧
𝑛(𝑡)𝑆𝑧

0(0)⟩ =
1

4𝜋3/2
𝑎2

𝑙𝑇 𝑙𝐷

1

ln1/4(𝑙𝐷/𝑙𝑇 )
, ℎ≪ 𝑇, (12)
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⟨𝑆𝑧
𝑛(𝑡)𝑆𝑧

0(0)⟩ ≈ Γ(5/3)

2𝜋2
· 𝑎2

𝑙𝑇 𝑙𝐷
, ℎ≫ 𝑇, (13)

а “хвосты”, соответствующие |𝑛𝑎∓ 𝑢𝑡| ≫ 𝑙𝐷 даются:

⟨𝑆𝑧
𝑛(𝑡)𝑆𝑧

0(0)⟩ =
1

4𝜋3/2
𝑎2

𝑙𝑇 𝑙𝐷
ln−1/4

(︂
|𝑛𝑎∓ 𝑢𝑡|

𝑙𝑇

)︂
×

× exp

(︂
−1

4

(𝑛𝑎∓ 𝑢𝑡)2

𝑙2𝐷
ln−1/4

(︂
|𝑛𝑎∓ 𝑢𝑡|

𝑙𝑇

)︂)︂
, (14)

⟨𝑆𝑧
𝑛(𝑡)𝑆𝑧

0(0)⟩ ≈ 3

8
√

2𝜋3/2
𝑙
3/2
𝐷

𝑙𝑇𝑎1/2
1

|𝑛∓ 𝑢𝑡/𝑎|5/2
(15)

Асимптотики (12-15) применимы лишь при достаточно больших временах,
таких что 𝑙𝐷(𝑡) ≫ 𝑙𝑇 ≡ 𝑢/𝑇 . В пятом разделе обсуждается влияние учтён­
ных нелинейных вершин на спиновый транспорт и теплопроводность спино­
вой цепочки. При 𝐾 > 3/2, полная ширина линии может быть определена из
правила Матиссена, Γ(𝜔) = Γdis + Γnl(𝜔) (где Γnl даётся формулами (9,10),
где вклад в ширину от беспорядка имеет вид [46]:

Γdis =
𝐷𝐾

𝑢

Γ2(𝐾)

Γ(2𝐾)

(︂
2𝜋𝑎𝑇

𝑢

)︂2𝐾−2

∼
⟨︀
ℎ2
⟩︀

𝐽

(︂
𝑇

𝐽

)︂2𝐾−2

. (16)

Спиновый транспорт (соответствующий обычной проводимости на языке фер­
мионов Йордана-Вигнера) определяется величиной Γ(𝜔 = 0) и поэтому вкла­
да от нелинейности спектра в него нет:

𝜎 =
𝑢𝐾

2𝜋Γdis
∼

𝑇→0
𝑎

𝐽2

⟨⟨ℎ2⟩⟩

(︂
𝐽

𝑇

)︂2−2𝐾

, (17)

В свою очередь, теплопроводность определяется Γ(𝜔 ∼ 𝑇 ) и может быть
оценена как:

𝜅 ∼ 𝑢𝑇

Γ(𝜔 ∼ 𝑇 )
∼

𝑇→0

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐽3𝑎/𝑇 2, 𝐾 > 5/2, ℎ ≃ 0,

𝐽3𝑎/|ℎ|𝑇, 𝐾 > 2, ℎ & 𝑇,

𝐽3𝑎(𝐽/𝑇 )2𝐾−3/
⟨︀⟨︀
ℎ2
⟩︀⟩︀
, иначе.

, (18)

Наконец, в шестом разделе приведено заключение, в котором приведены
общие выводы.
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Вторая глава посвящена изучению флуктуационной проводимости в
сильно неупорядоченных сверхпроводниках с развитой псевдощелью, величи­
на которой предполагается большой ∆𝑃 ≫ 𝑇𝑐. В первом разделе приводит­
ся экспериментальная мотивация данного исследования, обосновывающая его
актуальность. Во втором разделе формулируется модель, описывающая
преформированные куперовские пары, которые могут занимать отдельные
локализованные одноэлектронные состояния 𝜓𝑖(𝑟), на языке андерсоновских
псевдоспинов:

𝐻 = −2
∑︁
𝑖

𝜀𝑖𝑆
𝑧
𝑖 −

1

2

∑︁
𝑖𝑗

𝐽𝑖𝑗(𝑆
+
𝑖 𝑆

−
𝑗 + ℎ.𝑐), (19)

где величины 𝜀𝑖 представляют собой случайные величины, распределённые
по закону 𝑃 (𝜀) = 𝜈0𝜃(𝑊 − |𝜀|), 𝜈0 ≡ 𝑃 (0) = 1/2𝑊 , а 𝐽𝑖𝑗 представляет собой
матрицу взаимодействия с большим характерным радиусом |𝑟𝑖−𝑟𝑗| ∼ 𝑅 ≫ 1

(длины измеряются в единицах 𝑛−1/𝑑, где 𝑛 — концентрация локализованных
состояний). Проводится статический среднеполевой анализ данной модели,
который сводится к уравнению самосогласования, описывающее среднее зна­
чения сверхпроводящего параметра порядка, который соответствует внутри­
плоскостной «поляризации» псевдоспинов Φ𝛼

𝑖 =
∑︀

𝑗 𝐽𝑖𝑗𝑆
𝛼
𝑗 (𝛼 = 𝑥,𝑦):

∑︁
𝑗

𝐽𝑖𝑗𝜂𝑗Φ
𝛼
𝑗 = Φ𝛼

𝑖 , 𝜂𝑗 =
tanh 𝛽

√︁
𝜀2𝑗 + Φ2

𝑗

2
√︁
𝜀2𝑗 + Φ2

𝑗

, (20)

анализ которого в приближении 𝑅 → ∞ даёт оценку для температуры пере­
хода

𝑇𝑐 =
4𝑒𝛾

𝜋
𝑊𝑒−1/𝑔, 𝑔 = 𝜈0𝐽. (21)

Кроме того, во втором разделе строится теоретико-полевое описание данной
модели с использованием семионного представления для спиновых перемен­
ных через переменные 𝜓, 𝜓 и базирующееся на келдышевской диаграммной
технике, со следующим действием:

𝑖𝑆[𝜓,𝜓,Φ] = 𝑖

∫︁
𝑑𝑡
(︁
− Φ𝛼𝐽−1𝜏𝑥Φ𝛼 + 𝜓

(︂
𝑖𝜕𝑡 + 𝜀𝑖𝜎̂

𝑧 +
1√
2

Γ̌𝜇𝜎̂
𝛼Φ𝛼

𝜇

)︂
𝜓
)︁
, (22)
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где 𝜏𝛼 представляет собой матрицы Паули, действующие на келдышевском
пространстве, Γ̌𝑐𝑙 = 𝜏0, Γ̌𝑞 = 𝜏𝑥, а 𝜎𝛼 — матрицы Паули, действующие
на семионном пространстве. Взаимодействие с калибровочным электромаг­
нитным полем описывается заменой 𝐽−1 ≡ 𝐽−1(𝑃̂ ) ≈ 𝐽−1(1 + 𝑃̂

2
𝑅2), где

𝑃̂ = 𝑝̂ − 2𝑒𝐴𝜎̂𝑦. В третьем разделе проводится анализ модели (22) в рам­
ках гауссового приближения по Φ, которое оказывается применимо при до­
статочном удалении от точки перехода, при 1 ≫ 𝜖 ≡ ln 𝑇

𝑇𝑐
≫ 𝜖1 ≡ 𝑍−𝑎1

(𝑎1 = 1/2 при 𝑑 = 2 и 𝑎1 = 2/3 при 𝑑 = 3), где 𝑍 = 𝜈0𝑇𝑐𝜉
𝑑
0 представляет собой

эффективное координационное число — число взаимодействующих соседей,
а величина 𝜉0 = 𝑅/

√
𝑔 соответствует сверхпроводящей длине когерентности.

Показывается, что в гауссовой области динамика флуктуаций параметра по­
рядка может быть описана в рамках стандартного релаксационного уравне­
ния Гинзбурга-Ландау; флуктуационный пропагатор 𝐿 = ⟨ΦΦ⟩ принимает
вид:

𝐿𝑅(𝜔,𝑞) =
1/2𝜈0

𝜖+ 𝑞2𝜉20 − 𝑖𝜔𝜏
, (23)

где величина 𝜏 = 𝜋/4𝑇 , что приводит к применимости результата Аслама­
зова и Ларкина [25] в этой области (с точностью до фактора 2, возникшего
из-за бОльшей в два раза величины 𝜏 по сравнению со стандартными сверх­
проводниками):

𝜎𝐴𝐿 =
𝑒2

~
×

⎧⎨⎩1/8𝜖, (2𝐷),

1/16𝜉0
√
𝜖, (3𝐷).

(24)

Четвёртый раздел посвящён выходу за гауссово приближение и изучению
обратного влияния флуктуаций параметра порядка на псевдоспиновые пере­
менные, предполагая, что имеет место пространственное самоусреднение —
что оказывается верным вдали от области Гинзбурга 𝜖≫ 𝜖2 = Gi ∼ 𝑍−2/(4−𝑑).
Основной изучаемый в этом разделе эффект состоит в возникновении дисси­
пативной динамики псевдоспиновых переменных с достаточно маленькими
величинами 𝜀𝑖 из-за того, что они взаимодействуют с флуктуирующим по­
лем параметра порядка Φ. Эта диссипативная динамика в конечном итоге
приводит к модификации диссипативного члена в релаксационном уравнении
Гинзбурга-Ландау с возникающей нетривиальной зависимостью 𝜏(𝜔), что, в
свою очередь, влияет на величину парапроводимости, в общем виде пропорци­
ональную произведению 𝑇𝜏 . В промежуточной области 𝜖2 ≫ 𝜖 ≫ 𝜖1 данный
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эффект уже существенно непертурбативный и не поддаётся аналитическо­
му изучению; однако, приведённые оценки показывают, что он не наруша­
ет степенную сингулярность результата (24), но приводит к нарушению его
универсального вида, приводя к возникновению дополнительного множителя
𝜎(𝑇 ) = 𝐶(𝑇 )𝜎𝐴𝐿(𝑇 ), и 𝐶(𝑇 ) = 𝑂(1). В пятом разделе показывается, что
критерий нарушения пространственной самоусредняемости в данной задаче
совпадает с критерием Гинзбурга, 𝜖 . 𝜖2. Как следствие, эта область не толь­
ко характеризуется наличием критических флуктуаций термодинамических
величин, но ещё и возникновением сильных пространственных флуктуаций
динамических величин, таких как парапроводимость. В частности, вычисля­
ется корреляционная функция

𝐾(𝑟 − 𝑟′) =
1

𝜎2𝐴𝐿

∫︁
𝑑𝑥𝑑𝑦 ⟨𝛿𝜎(𝑟,𝑥)𝛿𝜎(𝑟′,𝑦)⟩ (25)

и показывается, что условие малости пространственных флуктуаций 𝐾(0) ≪
1 совпадает с критерием Гинзбурга. Наконец, в шестом разделе приводят­
ся выводы, в которых обсуждается возможная применимость результатов к
экспериментам, а также возможность ослабить некоторые из теоретических
предположений, заложенных в модель.

Третья глава данной диссертации посвящена изучению вопроса о
сильном коллективном пиннинге системы вихрей, возникающих в сильно
неупорядоченной тонкой сверхпроводящей плёнке, помещённой в большое
магнитное поле 𝐻c2 ≫ 𝐵 ≫ 𝐻c1. В первом разделе обосновывается ре­
левантность этой задачи по отношению к недавним экспериментам, а так­
же приводится краткий обзор существующих теорий вихревого пиннинга. Во
втором разделе формулируется изучаемая модель, в которой вихри могут
занимать узлы дискретной регулярной решётки с шагом 𝑎 ∼ 𝜉0, и взаимо­
действуют по логарифмическому закону 𝐽𝑟𝑟′ = 𝑈0 ln 𝐿

|𝑟−𝑟′| . Кроме того, узлам
соответствуют случайные энергии пиннинга, без пространственных корреля­
ций и характеризующиеся большим разбросом 𝑢𝑟𝑢𝑟′ = 𝑊 2𝛿𝑟𝑟′, где 𝑊 ≫ 𝑈0:

𝐻 =
1

2

∑︁
𝑟,𝑟′

𝑛𝑟𝐽𝑟𝑟′𝑛𝑟′ +
∑︁
𝑟

(𝑢𝑟 − 𝜇)𝑛𝑟, (26)
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и величина 𝜇, играющая роль химического потенциала, фиксирует среднюю
плотность вихрей ⟨𝑛𝑟⟩ ≡ 𝐾 = 𝐵𝑎2/Φ0. Используя стандартную репличную
технику, для этой модели строится длинноволновое теоретико-полевое опи­
сания в терминах пары матричных в репличном пространстве полей 𝒢𝑎𝑏(𝑟)

и 𝒬𝑎𝑏(𝑟); первое определяет эффективную одноузельную энергию вихрей,
возникающую за счёт взаимодействия, а второе определяет локальную кор­
реляционную функцию 𝒬𝑎𝑏 ≃ ⟨⟨𝑛𝑎𝑛𝑏⟩⟩, определяющую, в частности, эффек­
тивную длину экранировки межвихревого взаимодействия. Действие для по­
лученной теории поля принимает вид (𝛿𝑛 ≡ 𝑛−𝐾):

𝑛𝑆[𝒢,𝒬̂] =
1

2
Tr(𝒢𝒬̂) +

1

2
Tr ln(1 + 𝛽𝐽𝒬̂) + 𝛽𝑛

∑︁
𝑟

𝐹v[𝒢𝑟] (27)

𝑒−𝛽𝑛𝐹v[𝒢] = Trv exp

(︃
1

2
𝛿𝑛(𝛽2𝑊 2ℐ̂ + 𝒢)𝛿𝑛+ 𝛽𝜇

∑︁
𝑎

𝛿𝑛𝑎

)︃
(28)

В третьем разделе проводится седловой анализ полученной теории поля, и
показывается, что высокотемпературная реплично-симметричная фаза «вих­
ревой жидкости» обладает конечной длиной экранировки эффективного меж­
вихревого взаимодействия 𝑙 = 𝑎(2𝜋𝜈0𝑈0)

−1/2 ∼ 𝑎
√︀
𝑊/𝑈0, и, как следствие,

нулевой сверхтекучей плотностью. Анализ стабильности этого решения при­
водит к выводу о возникновении фазы с нарушенной репличной симметрией,
и, как следствие, с нарушенной эргодичностью при 𝑇 < 𝑇𝑐 ≡ 𝑈0/12. Эф­
фективная теория Гинзбурга-Ландау, описывающая флуктуации мягких мод
параметра порядка, соответствующего этому нарушение в окрестности 𝑇𝑐,
описывается следующим функционалом:

𝑛𝑆[Ψ̂] = 𝜈0𝑇𝑐

(︃
1

24
Tr(𝜏Ψ̂2 + (∇Ψ̂)2𝑙2/6)

− 1

2160

⎛⎝7 Tr Ψ̂3 + 6
∑︁
𝑎𝑏,𝑟

Ψ3
𝑎𝑏,𝑟

⎞⎠− 1

2016

∑︁
𝑎𝑏,𝑟

Ψ4
𝑎𝑏,𝑟

)︃
(29)

Вид функционала показывает, что эффективное число Гинзбурга, описыва­
ющее ширину области критических флуктуаций, имеет порядок Gi = 𝑂(1),
из-за чего аналитическое изучение окрестности перехода оказывается невоз­
можным. Четвёртый раздел носит технический характер, в нём проводит­
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ся анализ седловых уравнений при низких температурах 𝑇 ≪ 𝑇𝑐 в приближе­
нии одноступенчатого нарушения репличной симметрии. В пятом разделе
приводится физический анализ полученных результатов. Демонстрируется,
что в стекольной низкотемпературной фазе возникает отличие эффективной
энергии взаимодействия пары пробных вихрей в зависимости от того, были
ли они внесены в систему до замерзания (“Field Cooled” отклик) или после
(“Zero Field Cooled” отклик). Полученное выражения для FC отклика демон­
стрирует аналогичное высокотемпературной фазе экранирование поведение;
однако в ZFC отклике эффективная длина экранировки оказывается очень
большой 𝑙ZFC ≈ 260𝑙FC, что позволяет утверждать об эффективном отсут­
ствии экранировки и восстановлении сверхтекучего отклика системы. Кроме
того, в пятом разделе приводится результат вычисления функции распреде­
ления локальных энергий пиннинга, которая принимает вид:

𝑃

(︂
ℎ ≡ 𝑢− 𝜇

𝑇𝑐

)︂
≈ 𝜈0 ·

1

2
erfc (3.03 − 0.09|ℎ|) . (30)

Хотя формально это выражение отлично от нуля всюду, однако фактически
оно заметно отличается от нуля лишь при заметном удалении от химического
потенциала |𝑢 − 𝜇| & 30𝑇𝑐 = 2.5𝑈0 — что означает, что вероятность найти
слабо запиннингованный вихрь крайне мала. В заключении к пятому разделу
обсуждается вопрос о стабильности полученного решения: хотя формально
оно неустойчиво (коэффициенты при кубических членах в (29) предсказыва­
ют непрерывное нарушение репличной симметрии в рамках иерархической
схемы Паризи), фактически отрицательное собственное число гессиана ока­
зывается очень малым. Как следствие, значение энтропии при нуле темпера­
тур хоть и получается отрицательным (что сигнализирует о неустойчивости
решения), но крайне малым 𝑆(𝑇 = 0) = −3𝛽𝑇𝑐𝒬0 ≈ −4.29 · 10−5𝜈0𝑇𝑐, что
позволяет нам ожидать, что точное решение будет очень слабо отличаться
от приведённого в диссертации приближённого. В шестом разделе приво­
дятся выводы и обсуждается возможная применимость полученной теории к
экспериментам.

Наконец, в заключении приведены основные результаты и выво­
ды данной работы. Некоторые технические детали трёх глав вынесены в
приложения А,Б,В соответственно.
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