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Общая характеристика работы

Цели и задачи диссертационной работы

Данная диссертация посвящена решению некоторых задач гармонического и комплексно-
го анализа. В работе изучаются свойства идеалов алгебры ограниченных аналитических
функций.

В первой части диссертации исследуются вопросы вещественной интерполяции про-
странств, образованных в результате пересечения идеалов, а в более общей ситуации —
модулей над замкнутыми в w∗-топологии подалгебрами алгебры L∞(µ). В качестве при-
мера пространств, для которых методы этой работы дают интерполяционные результа-
ты (частично новые, частично известные) можно привести пространства, коинвариантные
относительно действия оператора сдвига, и пространства Харди на двумерном торе. В
процессе исследования изучаются возможности применения модификаций двух методов,
ставших стандартными в теории вещественной интерполяции. Эти методы — разложение
Кальдерона–Зигмунда и аналитические срезающие функции. Также в первой части работы
изучается вещественная интерполяция весовых пространств, коинвариантных относительно
оператора сдвига.

Вторая часть диссертации посвящена решению задачи об идеалах (или уравнения Безу)
для ограниченных аналитических функций, принимающих значения в банаховой решётке
последовательностей, удовлетворяющей некоторым дополнительным ограничениям. При-
мером такой решётки может служить пространство lp при p ∈ [1,∞).

Актуальность работы

При изучении вопросов вещественной интерполяции различных пространств оказалось очень
удобным понятие K-замкнутости.

Подпару (F0, F1) пары (X0, X1) совместимых квазибанаховых пространств называют K-
замкнутой, если существует такая универсальная постоянная C, что для всякого элемента
f , лежащего в пространстве F0 + F1, и представления f = x0 + x1, где xi ∈ Xi, найдётся
такое представление f = f0 + f1, где fi ∈ Fi, что выполняются оценки ‖fi‖Fi

≤ C‖xi‖Xi
.

Стоит отметить, что информация о K-замкнутости подпары подпространств помогает
распространить на них интерполяционные утверждения, если такие утверждения известны
для исходной пары пространств. Например, для K-замкнутых пар можно легко вычислить
вещественные интерполяционные пространства (громоздкое определение см., например, в
[8]) по формуле

(F0, F1)α,r = (F0 + F1) ∩ (X0, X1)α,r.

Вопросы интерполяции давно исследовались для различных функциональных пространств.
В этой связи следует особо выделить классы Харди (которые в дальнейшем обозначены че-
рез Hp), интерполяционные свойства которых исследовали такие математики, как
П. Джонс, Ж. Пизье, Ж. Бургейн, С.В. Кисляков, Ч. Фефферман, К. Шу и другие, см.
[18], [6], [12], [28], [9]. Для пространств Харди на единичной окружности T справедлива
следующая теорема.

Теорема 1. Пара (Hp(T), Hq(T)) K-замкнута в паре (Lp(T), Lq(T)) при 1 ≤ p < q ≤ ∞.

Следует отметить, что для показателей 1 < p, q < ∞ утверждение теоремы очевидно в
виду ограниченности проектора P : Lr → Hr для 1 < r < ∞. Таким образом, теорема 1
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нетривиальна, когда либо p = 1, либо q = ∞. Существуют по крайней мере три различ-
ных подхода к доказательству этой теоремы, каждый из которых применим при некоторых
ограничениях на значения параметров p и q. Первый подход принадлежит Ж. Бургейну
и основан на применении разложения Кальдерона–Зигмунда. В основе подхода С.В. Кис-
лякова лежит построение подходящей аналитической срезающей функции. Метод Ж. Пи-
зье существенно использует алгебраическую структуру пространств Харди (следует отме-
тить, что этот метод позволяет установитьK-замкнутость пространств Харди на единичной
окружности для показателей, меньших 1, однако эта тема лежит несколько в стороне от
вопросов, изучаемых в этой диссертации). Все эти способы доказательства теоремы 1 по-
дробно изложены в обзоре [18]. В этой диссертации методы С.В. Кислякова и Ж. Бургейна
удаётся применить для получения интерполяционных теорем для пространств, имеющих
более сложную (с точки зрения теории интерполяции) структуру.

Задача становится сложнее с повышением размерности. Как обычно, пространствоHp(T2)
определяется как замыкание линейной оболочки мономов zk1zm2 , где k и m — неотрицатель-
ные целые числа. При p = ∞ замыкание берётся в слабой топологии. С.В. Кисляков и
К.Шу в работе [6] доказали следующую теорему о K-замкнутости пары пространств Хар-
ди на двумерном торе T2.

Теорема 2. Пусть p > 1. Тогда пара пространств (Hp(T2), H∞(T2)) K-замкнута в паре
пространств (Hp(T2), H∞(T2)).

Ранее в статье [28] К. Шу показал, что пара (H1(T2), Hp(T2)) K-замкнута в паре
(L1(T2), Lp(T2)) для 1 < p <∞. Более того, последнее утверждение остаётся справедливым
и для пространств Харди на Tn с 3 ≤ n <∞. Однако, на сегодняшний момент неизвестно,
справедлив ли аналог теоремы 2 для пространств Харди на n-мерном торе с n ≥ 3. Эти и
другие интерполяционные результаты для различных пространств применяются при реше-
нии широкого класса задач гармонического, комплексного и функционального анализа.

Результаты первой части диссертации продолжают предыдущие исследования в этой
области. В работе рассматриваются пространства, образованные в результате пересечений
двух модулей (или модуля и пространства, при дополнительных ограничениях) над неко-
торыми подалгебрами алгебры L∞. Точная формулировка основной теоремы первой части
диссертации достаточно громоздка, поэтому в этом разделе для обсуждения актуальности
мы ограничимся её общей схемой и некоторыми интересными частными случаями.

Пусть (X,µ) — пространство с конечной мерой, C — подпространство в L∞(X,µ), B —
подалгебра алгебры L∞(X,µ). Пусть D — модуль над алгеброй B, который, в свою очередь,
тоже вложен в пространство L∞(X,µ). Пусть ещё p > 1, а q — сопряжённый с p показа-
тель. Пара (closLp(C ∩ D), C ∩ D) К-замкнута в паре (Lp(X,µ), L∞(X,µ)), если A,B,C,D
удовлетворяют некоторым дополнительным условиям. Эти требования к алгебрам и моду-
лям (иногда к подпространствам) можно проверить для некоторых интересных примеров.
Например, если положить B = H∞(T2), а в качестве C и D взять подпространства L∞(T2),
состоящие из функций аналитических по первой и второй переменной соответственно, то
получается, что из основной теоремы первой части этой работы следует теорема 2.

Вторым интересным (и новым) примером служат пространства, коинвариантные отно-
сительно сдвига (другое название: модельные пространства).

Пусть θ — внутренняя функция на T, то есть θ ∈ H∞(T) и |θ(z)| = 1 для п.в. z ∈ T. Для
1 ≤ p ≤ ∞ положим

Kp
θ = Hp(T) ∩ (θHp

0 (T)),
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где под чертой понимаем обычную операцию комплексного сопряжения, а под Hp
0 (T) сле-

дует понимать пространство {f ∈ Hp(T) : f̂(0) = 0}.
Знаменитая теорема Бёрлинга утверждает, что подпространство в H2(T), инвариантное

относительно оператора обратного сдвига, можно представить в виде K2
θ для некоторой

внутренней функции θ. На самом деле, и при 1 ≤ p <∞ коинвариантные подпространства
оператора сдвига представляются в виде пространств Kp

θ (см., например, статью [11] или
книгу [21]). Подобные пространства возникают во многих задачах современного анализа. В
качестве примера можно привести функциональную модель Надя–Фойяша для операторов
сжатия в гильбертовых пространствах (см. [20] и [21]). Другое применение пространств Kp

θ

можно найти в задачах, связанных с теоремой Бёрлинга–Мальявена (см. [2] и приведённые
там ссылки).

Изучение интерполяционных свойств пространств Kp
θ представляется актуальным. В

диссертации установлена K-замкнутость пары пространств (Kp
θ , K

∞
θ ) в паре (Lp(T), L∞(T))

при p > 1.
Отдельный интерес в теории интерполяции вызывают случаи пространств с весом. В

дальнейшем предполагается, что вес — это неотрицательная функция на окружности с
суммируемым логарифмом.

Пусть (S, µ) — пространство с мерой, w — вес, а p — параметр, p ∈ [1;∞]. Весовые
пространства Lp(w) можно определить, указав норму в этих пространствах: ‖f‖Lp(w) =∫
S

|f |pwdµ, в случае p < ∞; ‖f‖L∞(w) = ess sup
S

|f |
w
. Такое определение соответствует тер-

минологии статьи [1]. Такая система обозначений не вполне универсальна, и в некоторых
источниках норма определяется иным образом (‖f‖Lp(w) =

∫
|fw|pdµ и ‖f‖L∞(w) = ‖fw‖L∞),

что следует учитывать при изучении теорем в этих источниках. Для пространств Hp и Kp
θ

можно определить весовые аналоги. Пусть u — вес, а s ∈ (0,+∞]. Пространство Hs(u) опре-
деляется как пересечение граничного класса Смирнова с пространством Ls(u), то есть это
по-прежнему аналитические функции, лежащие в соответствующем весовом пространстве.
В свою очередь, пространство Ks

θ(u) определяется формулой Ks
θ(u) = Hs(u)∩ θHs(u). Ана-

логично определяются пространства Hp,q(u) и Kp,q(u), снабжённые нормой из пространства
Лоренца Lp,q(u). Классы Макенхаупта в дальнейшем обозначены через Ap.

Как уже отмечалось, в теории интерполяции много внимания уделяется случаю про-
страстранств с весом. Классические интерполяционные теоремы для пространств Лебега и
Лоренца с весами можно найти в книге [8]. Для весовых пространств Харди в работе [15]
С.В. Кисляков и К. Шу установили необходимые и достаточные условияK-замкнутости па-
ры (Hp(w0), H

q(w1)) в паре (Lp(w0), L
q(w1)). В случае конечных показателей p и q это усло-

вие принимает вид: log(w1/p
0 w

−1/q
1 ) ∈ BMO. Если q = ∞, то это условие переписывается в

виде log(w1/p
0 w1) ∈ BMO. Наконец, в случае p = q =∞ пара (H∞(w0), H

∞(w1)) K-замкнута
в паре (L∞(w0), L

∞(w1)) тогда и только тогда, когда log(w−10 w1) ∈ BMO. Таким образом,
получение интерполяционных теорем для модельных пространств с весом актуально. Для
пространств, коинвариантных относительно сдвига, а тем более для пересечения модулей
над алгебрами, подобные вышеописанным необходимые и достаточные условия получить
пока не удаётся. Однако, в диссертации удалось установить K-замкнутость для некоторых
пар модельных пространств с весами и показателями, удовлетворяющими некоторым до-
полнительным условиям. Пусть a ∈ A∞, w ∈ A1. Найдётся число r′, которое зависит от
весов a и w такое, что для всякого числа q > r′ пара (Kq

θ (aw
−q), K∞θ (w)) K-замкнута в паре

(Lq(aw−q), L∞(w)).
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Вторая часть этой диссертации посвящена решению задач об идеалах для функций,
принимающих значения в некоторых банаховых решётках последовательностей.

Пусть (S, µ) — пространство с мерой, а X — некоторое линейное пространство изме-
римых функций на S, снабжённое полной квазинормой ‖ · ‖. Говорят, что X — решётка
измеримых функций, если выполняется следующее свойство. Пусть функция g измери-
ма и найдётся такая функция f из пространства X, что почти всюду справедлива оценка
|g| ≤ |f |, тогда g ∈ X и ‖g‖X ≤ ‖f‖X . Решётка X называется банаховой, если её квазинорма
является нормой (более общим образом, если такая ситуация возникает после перенорми-
ровки).

В связи с ограничениями на объём автореферата здесь не приведены некоторые важ-
ные определения: произведения решёток, степени решётки, q-вогнутости или p-выпуклости
решётки, понятия сопряжённой решётки к решётке X (которое в дальнейшем обозначено
через X ′), понятия порядковой непрерывности и свойства Фату. Эти определения и множе-
ство интересных фактов из теории решёток можно найти в книгах [3] и [19].

Задача об идеалах тесно связана с теоремой о короне. Классическая проблема короны
была сформулирована в 1941 году С. Какутани и возникла при изучении пространства
максимальных идеалов алгебрыH∞. Л. Карлесон в работе [10] решил её, доказав следующее
утверждение.

Теорема 3. Пусть функции f1, . . . , fn принадлежат классу H∞(D) и пусть δ > 0. Если
выполняются условия

n∑
j=1

|fj(z)| ≥ δ и ‖fj‖H∞ ≤ 1 при 1 ≤ j ≤ n,

то найдутся такие функции g1, . . . , gn из класса H∞(D), что

n∑
j=1

fj(z)gj(z) = 1, z ∈ D,

при этом ‖gj‖H∞ ≤ C(δ, n).

Следует отметить зависимость от n в последнем неравенстве. Т. Вольф в 1979 году пред-
ложил другой подход к доказательству теоремы о короне, который был основан на идее
Л. Хёрмандера, сводившей исходную проблему к решению ∂ задачи. Доказательство Воль-
фа удалось обобщить на случай бесконечной размерности. Для лаконичности изложения
требуется следующее определение.

Определение 1. Пусть X — банахова решётка последовательностей на множестве N.
Говорят, что для решётки X справедлива теорема о короне, если выполняется следую-
щее утверждение. Для параметра δ > 0 и любой векторнозначной функции f из класса
H∞(D;X), удовлетворяющих условиям

δ ≤ ‖f(z)‖X ≤ 1, z ∈ D,

можно найти такую векторнозначную функцию g из класса H∞(D;X ′), что выполняет-
ся:

1 =
∞∑
i=1

f(z, i)g(z, i) = 〈f(z), g(z)〉, z ∈ D,
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при этом величина ‖g‖H∞(D;X′) контролируется константой CX,δ, зависящей только от
параметра δ и решётки X.

В этой связи отметим работы В. А. Толоконникова [7] и А. Учиямы [27]. В статье по-
следнего одним из интересных полученных результатов была теорема о короне в случае
пространства X = l∞. Следует отметить, что рассуждение Учиямы находится на том же
уровне сложности, что и рассуждение Карлесона. С. В. Кисляков и Д. В. Руцкий показали
в статье [4], что теорема о короне справедлива для пространств lp для 2 ≤ p <∞. Исполь-
зуя интерполяционный метод, Кисляков в работе [5] установил справедливость теоремы
о короне для всех пространств lp (и даже для всех q-вогнутых решёток, удовлетворяю-
щих дополнительному интерполяционному требованию BMO-регулярности). В работе [23]
Д. В. Руцкому с помощью теоремы Какутани о неподвижной точке удалось показать, что
теорема о короне справедлива для всех порядково непрерывных решёток последовательно-
стей. Изначально в основе его доказательства лежал результат Учиямы для пространства
l∞, однако оно применимо и в случае, если в качестве базового результата взять рассужде-
ние Вольфа для пространства l2 (при этом возникнут некоторые ограничения на участвую-
щие решётки). Недавнее простое рассуждение, принадлежащее С.В. Кислякову, позволяет
обобщить теорему о короне на произвольные решётки последовательностей, если предпо-
ложить, что теорема Учиямы доказана.

Ниже приведена точная формулировка задачи об идеалах.

Определение 2. Пусть X — банахова решётка последовательностей с областью задания
на множестве N. Говорят, что для решётки X разрешима задача об идеалах с показа-
телем α и оценкой CX,α, если справедливо следующее утверждение. Для всякой функции
h из класса H∞(D) и векторнозначной функции f из класса H∞(D;X), удовлетворяющих
условиям

|h(z)| ≤ ‖f(z)‖αX ≤ 1,

для всех z из круга D и некоторого фиксированного параметра α, можно найти такую
векторнозначную функцию g из класса H∞(D;X ′), что выполняется равенство

h(z) =
∞∑
i=1

f(z, i)g(z, i) = 〈f(z), g(z)〉, z ∈ D,

при этом величина ‖g‖H∞(D;X′) контролируется константой CX,α, зависящей только от
параметра α и решётки X.

Вообще говоря, название задачи об идеалах может ввести читателя в заблуждение. Оче-
видно, что если функция h ∈ H∞ лежит в идеале, порождённом функциями f1, .., fk ∈ H∞,

то выполняется оценка |h(z)| ≤ C
k∑
j=1

|fj(z)|, z ∈ D. Суть задачи об идеалах можно свести к

вопросу: в какой мере можно обратить это утверждение?
Вслед за описанными выше результатами для теоремы о короне, полученными мето-

дом Вольфа, в этой задаче тоже стали рассматривать бесконечные наборы функций {fj}.
Тогда термин “задача об идеалах”, строго говоря, утрачивает буквальный смысл, однако
всё равно употребляется. Более того, следует обратить особое внимание на показатель α в
определении 2. Поиск оптимального показателя, с которым разрешима задача об идеалах,
— предмет отдельного исследования (см. [25] и [26]).
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В упомянутой выше статье Толоконникова [7] было показано, что задача об идеалах
разрешима для пространства l2. Стоит отметить, что в отличие от теоремы о короне, в за-
даче об идеалах функция f может обращаться в 0 в некоторых точках z, и это существенно
усложняет некоторые рассуждения. Естественным образом возникает вопрос: для каких
решёток последовательностей задача об идеалах разрешима?

В этой диссертации удалось установить, что задача об идеалах разрешима для q-вогнутых
решёток последовательностей со свойством Фату, в частности для пространств lp при p ∈
[1,∞).

Таким образом, задачи

• о K-замкнутости пары пространств, образованных в результате пересечения двух мо-
дулей (или модуля и подпространства) над некоторыми подалгебрами алгебры L∞(X,µ)
в паре (Lp(X,µ), L∞(X,µ)), при некоторых дополнительных ограничениях на модули
и алгебры и конечном p > 1;

• о K-замкнутости пары (Kp
θ , K

∞
θ ) в паре (Lp(T), L∞(T)) при p > 1;

• о K-замкнутости пары пространств, коинвариантных относительно сдвига, с весами;

• об идеалах для функций со значениями в различных решётках последовательностей,

представляются актуальными.

Научная новизна

Все основные результаты диссертации — новые.

Теоретическая и практическая значимость

Работа носит теоретический характер. Результаты диссертации могут быть использова-
ны при решении задач теории интерполяции, вопросов, связанных с теоремой Бёрлинга–
Мальявена, теоремой о короне или задачей об идеалах, при изучении структуры алгебры
ограниченных аналитических функций, а также в теории модельных пространств.

Методы исследования

В работе применяется множество методов вещественного, комплексного и функционально-
го анализа. В первой части диссертации стоит выделить разложение Кальдерона-Зигмунда,
которое в своё время использовал Ж.Бургейн (см. [9] и [18]) при решении интерполяцион-
ных задач для классов Харди. Один из аналогов этого разложения был получен для случая
весовых пространств в работе [1] С.В. Кисляковым и Д.С Анисимовым . Этот инструмент
оказался очень удобным при решении задач, связанных с весовыми пространствами Kp

θ в
первой части работы. Другой метод в теории вещественной интерполяции был предложен
С.В. Кисляковым, см. обзор [18]. Он основан на применении так называемых аналитических
срезающих функций. В данной работе с помощью этого метода удаётся получить некото-
рые новые разложения в случаях, когда разложение Кальдерона–Зигмунда недоступно,
и исследовать интерполяционные свойства широкого класса пространств, образованных в
результате пересечения модулей над w∗-замкнутыми подалгебрами алгебры L∞(µ). В про-
цессе доказательства теорем во второй части диссертации главным инструментом служит
метод Д.В. Руцкого, в основе которого лежит теорема Какутани о неподвижной точке.
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Степень достоверности и апробация результатов

Все результаты, которые выносятся на защиту, являются математически достоверными
фактами. Они были опубликованы в рецензируемых журналах, а их доказательства неод-
нократно проверялись специалистами в той области, к которой эти результаты относятся.
Отметим также, что результаты работы были доложены на различных семинарах по ве-
щественному, комплексному и гармоническому анализу: Санкт-Петербургский семинар по
теории операторов и теории функций и аналитический семинар лаборатории Чебышёва.

Публикации и личный вклад автора

Материалы диссертации опубликованы в работах [Z1], [Z2], [KZ], [16], из них 3 статьи
( [Z1], [Z2], [KZ]) напечатаны в рецензируемых журналах, которые входят в список ВАК, в
то время как статья [16] является препринтом.

Статья [KZ] и препринт [16] написаны в соавторстве с С.В. Кисляковым. По мнению
соавторов, их вклад в эти работы равный.

Структура и объем диссертации

Диссертация состоит из введения, двух глав, разбитых на параграфы, и библиографии. Об-
щий объем диссертации составляет 86 страниц. Библиография содержит 44 наименования,
в число которых включены 4 работы автора по теме диссертации.

Содержание работы

Первая глава

В первой главе (она же введение) обосновывается актуальность диссертации, формулиру-
ются цели работы, аргументируется научная новизна проведённых исследований, обосновы-
вается теоретическая значимость полученных результатов. Кроме того, приводятся форму-
лировки основных теорем и положений, выносимых на защиту, снабжённые необходимыми
для понимания определениями.

Вторая глава

Прежде, чем подробно описать структуру второй главы, мы сформулируем доказанные в
ней утверждения. Для формулировки основной теоремы второй главы понадобятся следу-
ющие определения и обозначения. Пусть (X,µ) — пространство с конечной мерой. Пусть E
— w∗-замкнутая подалгебра алгебры L∞(µ), содержащая константы, и пусть p — конечное
число, строго большее единицы. В диссертации рассматриваются алгебры, удовлетворяю-
щие следующему требованию.

Условие (αp). Для всякой положительной функции u, принадлежащей пространству
Lp(X,µ), найдётся такая последовательность функций {wn}∞0 , принадлежащих алгебре E
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и таких, что

(i) Rewn ≥ 0,

(ii) Rewn слабо сходятся к u в Lp(µ),
(iii) ‖wn‖Lp ≤ C‖u‖Lp ,

с постоянной C, которая может зависеть только от параметра p.
Для лаконичности записи будут использованы следующие обозначения для аннулято-

ров, замыканий и пересечений с пространством Lp(µ). Пусть (X,µ) — пространство с ко-
нечной мерой, а F — подпространство пространства L∞(X,µ). Аннулятор пространства F
в пространстве L1(µ) будет обозначен через F⊥. Он определяется формулой:

F⊥ = {h ∈ L1(µ) :

∫
X

fh dµ = 0 для всех f ∈ F}.

Пусть p ∈ [1,∞]. Через Fp будет обозначено замыкание пространства F в пространстве
Lp(X,µ). Наконец, пусть Ep = Lp(X,µ) ∩ E для E ⊂ L1(µ).

Разложение Кальдерона–Зигмунда — классический и хорошо известный результат гар-
монического анализа. Для полноты изложения ниже приведена точная формулировка.

Разложение Кальдерона–Зигмунда. Пусть (X,µ) пространство с конечной мерой.
Мы будем говорить, что оператор P , действующий из пространства L1(µ) в простран-
ство µ-измеримых функций, допускает разложение Кальдерона–Зигмунда, если для лю-
бых g ∈ L1(X,µ) и λ > 0 найдутся такие функции g0 и g1, а также множество E,
обладающие следующими свойствами:

(CZ1) g0 ∈ L∞(µ), |g0| ≤ Cλ;

(CZ2) g1 ∈ L1(µ), ‖g1‖L1 ≤ C‖g‖L1(µ), ‖g0‖L1 ≤ C‖g‖L1(µ);

(CZ3)
∫

X\E

|Pg1| dµ ≤ C‖g1‖L1 ;

(CZ4) µ(E) ≤ C

λ
‖g‖L1(µ).

Хорошо известно, что такие разложения справедливы для сингулярных интегральных
операторов, в частности, для проектора Рисса и преобразования Гильберта. Более подробно
о разложении Кальдерона–Зигмунда см. книги [24] или [14].

Ниже полностью сформулирована основная теорема второй главы.

Теорема 4. Пусть (X,µ) — пространство с конечной мерой, C — подпространство в
L∞(X,µ), B — w∗-замкнутая подалгебра алгебры L∞(X,µ), удовлетворяющая условию
(αp). Пусть D — модуль над алгеброй B, который, в свою очередь, тоже вложен в про-
странство L∞(X,µ). Пусть ещё p > 1, а q — сопряжённый с p показатель. Предположим
также, что существует проектор P , отображающий пространство Lq(µ) на C⊥,q и об-
ладающий слабым типом (1, 1), и при этом справедливо включение: P (D⊥,q) ⊂ D⊥,q. Тогда
пара (Cp ∩Dp, C ∩D) К-замкнута в паре (Lp(X,µ), L∞(X,µ)), если дополнительно выпол-
няется одно из следующих условий.

I. Для проектора P справедливо разложение Кальдерона–Зигмунда.

10



II. Пространство C образует модуль над некоторой подалгеброй A алгебры L∞(µ). Кро-
ме того, алгебра A тоже удовлетворяет условию (αp).

Следующая теорема является прямым следствием теоремы 4.

Теорема 5. Пусть p ∈ (1,+∞). Тогда пара пространств (Kp
θ , K

∞
θ ) K-замкнута в паре

пространств (Lp(T), L∞(T)).

Следует отметить, что пока не удаётся доказать K-замкнутость для пространств, коин-
вариантных относительно сдвига, в случае, когда p = 1. Однако, для показателей, близких
к 1, можно получить некоторый результат в терминах вещественных интерполяционных
пространств.

Теорема 6. Пусть p1 ∈ (1,∞), 0 < r < 1. Положим p = p1
p1+r−rp1 . Справедливо равенство

(K1,∞
θ , Kp1

θ )r,p = Kp
θ .

Теорема 7. Пусть a ∈ A∞, w ∈ A1. Найдётся число r′, которое соответствует весам
a и w такое, что для всякого числа q > r′ пара (Kq

θ (aw
−q), K∞θ (w)) K-замкнута в паре

(Lq(aw−q), L∞(w)).

Вторая глава состоит из 12 разделов. Ниже приведено описание структуры второй гла-
вы.

В разделе 2.1 приведены определения и некоторые необходимые для дальнейших рас-
суждений свойства пространств Харди и пространств, коинвариантных относительно дей-
ствия оператора сдвига, и их весовых аналогов.

В раздел 2.2 вынесены некоторые общие факты из теории вещественной интерполя-
ции, необходимые для последовательного изложения полученных результатов. В частно-
сти, приведено определение вещественного интерполяционного пространства, его связь с
уже упоминавшимся понятием K-замкнутости, а также формулировки классических тео-
рем об интерполяции пространств Лоренца и Лебега, которые будут нужны для изучения
вещественных интерполяционных пространств, соответствующих пространствам Kp

θ .
Далее в разделе 2.4 и 2.6 приведены некоторые методы решения интерполяционных за-

дач: разложение Кальдерона–Зигмунда для сингулярных интегральных операторов и его
весовой аналог, а также метод построения срезающей аналитической функции. Оба этих ме-
тода применены при доказательстве основной теоремы. Разложение Кальдерона–Зигмунда
будет основным при доказательстве теоремы 4 с условием (I) и теоремы 7 об интерполяции
весовых модельных пространств.

Метод срезающих функций в этой диссертационной работе играет одну из ключевых
ролей. Как ясно из уже сказанного, рассматриваются не только срезающие аналитиче-
ские функции, но и функции, принадлежащие подалгебрам алгебры L∞(µ), которые об-
ладают некоторыми дополнительными свойствами, включающими условие (αp). В разделе
2.5 обсуждается условие (αp), затем приведён простой пример применения аналитических
срезающих функций при доказательстве K-замкнутости классических пространств Харди.
Далее приведено доказательство важной леммы о свойствах срезающих функций, принад-
лежащих подалгебрам алгебры L∞(µ). В разделе 2.7 построены новые разложения, которые
заменят разложения Кальдерона–Зигмунда в тех случаях, когда они недоступны. Разло-
жения Кальдерона–Зигмунда и разложение с помощью срезающих функций в разделе 2.8
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объединены в одно общее разложение, которое и будет применено при доказательстве тео-
ремы 4.

Как уже отмечалось, громоздким требованиям в формулировке теоремы 1 удовлетво-
ряют многие модули и алгебры, и в разделе 2.9 мы покажем некоторые примеры её приме-
нения. В частности, будет доказана теорема 5 для модельных пространств, а также пере-
доказана теорема об интерполяции пространств Харди на двумерном торе.

Далее будет доказана теорема 4. В двух последних разделах этой главы будет продол-
жено изучение интерполяционных свойств модельных пространств и их весовых аналогов,
а также доказаны теоремы 6 и 7.

Третья глава

В начале этого раздела приведены формулировки основных теорем третьей главы, а затем
описана её структура.

Теорема 8. Пусть p ∈ [1,∞). Для всякого параметра ε > 0 задача об идеалах разрешима
в пространствах lp c показателем (1 + ε)p и константами, зависящими только от ε.

Следующая теорема показывает, что, при некоторых дополнительных предположениях,
для произведения решёток задача об идеалах разрешима, если она была разрешима хотя
бы для одного из сомножителей.

Теорема 9. Пусть E и F — конечномерные банаховы решётки, заданные на множестве
N. Пусть для решётки E задача об идеалах имеет решение с показателем αE и оценкой
CE. Если произведение решёток E и F — банахова решётка, которую обозначим через X,
то задача об идеалах разрешима и для решётки X с показателем αE и оценкой CE2αE(1+δ)
для произвольного положительного δ.

Ниже сформулирована основная теорема третьей главы.

Теорема 10. Пусть X — q-вогнутая решётка со свойством Фату и областью задания
на множестве N. Тогда для решётки X задача об идеалах имеет решение с показателем
(1 + ε)q для произвольного положительного ε и с константой, зависящей от q и ε.

Ниже приведено описание структуры третьей главы.
В разделе 3.2 приведены основные определения и свойства банаховых решёток.
Раздел 3.3 посвящён обсуждению истории теоремы о короне и задачи об идеалах, напо-

минанию классических результатов. Также приведено упомянутое во введении лаконичное
доказательство Кислякова теоремы о короне для банаховых решёток (при условии, что до-
казана теорема Учиямы для пространства l∞). В следующем разделе доказана теорема 8
о разрешимости задачи об идеалах для всех пространств lp с p ∈ [1,∞). Из этого резуль-
тата выведена теорема 10 в предположении, что теорема 6 и некоторая техническая лемма
доказаны. Далее приведено доказательство этой технической леммы. Последний раздел
посвящён доказательству теоремы 9.

Положения, выносимые на защиту

Теорема 4, Теорема 5, Теорема 6, Теорема 7, Теорема 8, Теорема 9, Теорема 10.
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Заключение
Основные результаты диссертационной работы:

1. Установлена K-замкнутость пары пространств, образованных в результате пересече-
ния двух модулей над w∗-подалгебрами L∞(µ) в паре
(Lp(X,µ), L∞(X,µ)) при p > 1;

2. Установлена K-замкнутость пары пространств (Kp
θ , K

∞
θ ) в паре

(Lp(T), L∞(T)) при p > 1;

3. Вычислены некоторые вещественные интерполяционные пространства для модельных
пространств;

4. Доказана разрешимость задачи об идеалах в q-вогнутых решётках, в частности, в
пространствах lp при p ∈ [1,∞).
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(2013).

[15] Kislyakov S. V., Xu Q., “Interpolation of weighted and vector-valued Hardy spaces ”, Trans.
Amer. Math. Soc. 343 (1994), no. 1, 1–34.

[16] S. V. Kislyakov, I. K. Zlotnikov, “Interpolation for intersections of Hardy-type spaces”,
submitted to Israel J. Math., preprint: arxiv.org/abs/1903.09959

[17] S. V. Kislyakov, “A sharp correction theorem”, Studia Math., vol. 113, p. 177–196, (1995).

[18] S. V. Kislyakov, “Interpolation of Hp-spaces: some recent developments”, Israel Math. Conf.
vol. 13, p. 102–140, (1999).

[19] J. Lindenstrauss, L. Tzafriri, “Classical Banach spaces I and II”, Springer-Verlag, (1996).

[20] N. K. Nikolski, “Operators, functions, and systems: an easy reading”, Vol. 1, Mathematical
Surveys and Monographs, vol. 92, American Mathematical Society, Providence, RI, (2002).

[21] N. K. Nikolski, “Treatise on the Shift Operator”, Grundlehren der mathematischen
Wissenschaften, vol. 273, Springer, Berlin, (1985).

[22] M. Rosenblum, “A corona theorem for countably many functions”, Integral Equations
Operator Theory, vol. 3, no. 1, p. 125–137, (1980).

[23] D. Rutsky, “Corona problem with data in ideal spaces of sequences”, Arch. Math. (Basel),
vol. 108, no. 6, p. 609–619, (2017).

[24] E. Stein, “Singular Integrals and Differentiability Properties of Functions”, (PMS-30).
Princeton, New Jersey: Princeton University Press, (1970).

[25] S. Treil, “The problem of ideals of H∞: beyond the exponent 3/2”, J. Funct. Anal., vol. 253,
no. 1, p. 220–240, (2007).

[26] S. Treil, “Estimates in the corona theorem and ideals of H∞: A problem of T. Wolff”, J.
Anal. Math., vol. 87, p. 481–495, (2002).

[27] A. Uchiyama, “Corona theorems for countably many functions and estimates for their
solutions”, Preprint, UCLA, (1980).

[28] Q. Xu, “Some properties of the quotient space (L1(Td)/H1(Dd))”, Illinois J. Math., vol. 37,
no. 3, p. 437–454, (1993).

16


