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                           Луцик Я.Т.
ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ
Актуальність теми. Однією з важливих задач теорії сучасних методів обчислення функцій є обчислення елементарних функцій. Підвищення швидкодії та точності обчислення таких функцій є нагальною потребою для різноманітних областей науки та техніки, зокрема, таких як цифрова обробка сигналів, телекомунікація, телеметрія, автоматика, комп’ютерна графіка, робототехніка, навігація, криптографія, радіолокація, технічні та наукові дослідження і т.д.

Обчислення функцій може здійснюватися різноманітними методами, основними з яких є табличні, таблично-алгоритмічні, апроксимаційні та ітераційні. Теоретичні основи табличних методів обчислення функцій базуються на формуванні переглядових таблиць, у які записані значення аргументу та функції. Практична реалізація таких методів обмежується можливостями сучасних технологій. Так, для найпоширенішого у даний час 32 бітного аргументу необхідно сформувати таблицю значень функції, об’єм якої буде складати 17 Гбайтів, а для 64 бітного аргументу – 1,476∙1020 байтів, що значно перевищує можливості сучасних технологій. Враховуючи, що, наприклад, потреби сучасної криптології та шифрування даних складають 128, 256 та 512 бітів, використання у даній галузі табличних методів обчислення функцій є малоймовірним у найближчій перспективі.

Апроксимаційні методи обчислення функцій базуються на наближенні заданих залежностей функціями, які мають простіші структуру та програмну чи апаратну реалізацію (степеневі ряди, дробово-раціональні наближення, поліноми Чебишова, ланцюгові дроби, мінімаксні наближення тощо). Головним недоліком таких методів, що суттєво звужує область їхнього використання, є велике число елементарних операцій таких як множення та ділення, які складно реалізуються на програмному чи апаратному рівнях.

Шляхом поєднання табличних та апроксимаційних методів обчислення функцій було реалізовано таблично-апроксимаційний метод, головним недоліком якого залишається значний об’єм таблиць для різних ділянок апроксимації.

Методи послідовних наближень, що базуються на принципі стиснення відображень Банаха і описуються рекурентними рівняннями, формують множину ітераційних методів обчислення функцій. До цих методів можна віднести, зокрема, метод цифрового диференціального аналізатора (ЦДА), метод псевдоповороту вектора (метод CORDIC – Coordinate Rotation Digital Computer) та метод функціональних ітерацій. 

К. Шеннон заклав теоретичні основи методу ЦДА, який базується на чисельному розв’язуванні породжуючих диференціальних рівнянь для даної функції. Головною перевагою даного методу є відносна простота структур обчислювачів та висока швидкодія оброблення аргументів, які представлені число-імпульсним кодом. Однак, у випадку обробки позиційних кодів та у багатьох інших випадках недостатніми є швидкодія структур ЦДА та точність обчислення через використання у відомих пристроях ЦДА однорозрядних приростів та низькоточних формул чисельного інтегрування.

Теоретичні основи методу CORDIC базуються на відомих та простих принципах двовимірної геометрії і були закладені Д. Волдером у середині минулого століття. Особлива привабливість методу полягає у тому, що за допомогою простих операцій зсуву та додавання можна обчислювати такі складні функції, як прямі і обернені тригонометричні та гіперболічні функції, логарифмічні та експоненціальні функції і т.д. Даний метод є широко вживаний при реалізації на таких ресурсно-обмежених платформах як мікроконтролери (МК) та програмовані логічні інтегральні схеми (ПЛІС), де, зазвичай, відсутні операції множення та ділення на операційному рівні. У той же час, оскільки метод CORDIC є методом обчислень з лінійною збіжністю, у багатьох випадках, забезпечуючи вищу, ніж у методі ЦДА, швидкодію, даний метод залишається достатньо повільним, що суттєво звужує область його можливого запровадження.

Метод функціональних ітерацій базується на ітераційній формулі Ньютона-Рафсона  і широко використовується для обчислення таких функцій як добування квадратного кореня, оберненого квадратного кореня, ділення двох чисел, обчислення оберненої величини у сучасних процесорах (спеціалізованих та загального призначення). Маючи квадратичну збіжність, реалізація методу є доволі простою і вимагає малої кількості ітерацій. Однак, на даний час у методі функціональних ітерацій недостатньо вивчені питання підняття точності та підвищення швидкодії без значного ускладнення алгоритмів обчислень. 
У зв’язку із вищенаведеним, вдосконалення та реалізація теорії ітераційних методів обчислення елементарних функцій, зокрема, методів цифрового диференціального аналізатора, псевдоповороту вектора (метод CORDIC) та функціональних ітерацій, як методів підвищеної швидкодії та точності, є актуальною проблемою, розв’язання якої має важливе значення як для науки, так і для виробництва, і сприяє вдосконаленню відомих і появі нових високоефективних засобів, систем і технологій автоматизації, вимірювань, збору та обробки інформації.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Тема дисертаційної роботи відповідає науковому напряму кафедри безпеки інформаційних технологій «Розробка та вдосконалення ітераційних методів обчислення елементарних функцій для систем захисту інформації» та виконана у межах науково-дослідних робіт: (№ 0198U002350), (№ 0100U000482), (№ 0102U001206), (№ 0104U002296), (№ 0106U001343), (№0110U004687).

Науковий напрям. Розвиток теорії ітераційних методів обчислення елементарних функцій та створення програмно-апаратних засобів на їх основі.

Мета і задачі досліджень. Метою роботи є вдосконалення теорії ітераційних методів обчислення елементарних функцій, зокрема, методів цифрового диференціального аналізатора, псевдоповороту вектора (метод CORDIC) та функціональних ітерацій, як методів підвищеної швидкодії та точності та створення програмно-апаратних засобів на їх основі.

У відповідності до поставленої мети завданнями дослідження були:

· Аналіз принципів побудови існуючих ітераційних методів обчислення функцій, дослідження їх характеристик і синтезу їх структур.

· Порівняльний аналіз швидкодії та точності обчислень при використанні однорозрядних та багаторозрядних приростів у методі цифрового диференціального аналізатора зі сталим кроком.
· Порівняльний аналіз швидкодії та точності обчислень функцій при використанні формул чисельного інтегрування різних порядків.
· Порівняння результатів функціонування структур за допомогою диференціальних та рекурентних рівнянь, як способу адекватного опису функціонування методу цифрового диференціального аналізатора (ЦДА) зі сталим кроком.
· Розвиток теорії методу цифрового диференціального аналізатора зі сталим кроком, що базується на комплексному використанні багаторозрядних приростів, формул чисельного інтегрування високих порядків (одкрокових, двокрокових) та переході від опису функціонування структур диференціальними рівняннями до їх опису за допомогою рекурентних рівнянь, як способу підвищення швидкодії та точності обчислень.

· Дослідження швидкодії та точності обчислень функцій при використанні методу цифрового диференціального аналізатора зі сталим кроком та методу цифрового диференціального аналізатора зі змінним крокoм (методу псевдоповороту вектора (CORDIC)).

· Вивчення можливості використання додаткової пам’яті для прискорення обчислень функцій у методі CORDIC шляхом заміни початкових ітерацій.
· Дослідження швидкодії методу CORDIC при використанні додаткових помножувачів для заміни кінцевих ітерацій.
· Дослідження способів зменшення коефіцієнта деформації модуля вектора для методу CORDIC.
· Розвиток теорії методу псевдоповороту вектора (CORDIC) шляхом поєднання методів  цифрового диференціального аналізатора зі змінним кроком та гібридного способу обчислення, що забезпечує підвищення швидкодії та точності обчислень.
· Отримання розв’язків нелінійних рекурентних рівнянь, що описують алгоритми функціонування методу функціональних ітерацій.
· Підвищення швидкодії алгоритмів методу функціональних ітерацій шляхом вибору оптимальних початкових наближень.
· Вдосконалення теорії методу функціональних ітерацій, що базується на результатах розв’язування нелінійних рекурентних рівнянь, які дають аналітичні вирази похибок обчислень і є інструментом зменшення кількості ітерацій (підвищення швидкодії) та похибок.
· Реалізація розроблених алгоритмів з покращеними точнісними характеристиками, методів цифрового диференціального аналізатора зі сталим кроком, псевдоповороту вектора та функціональних ітерацій на апаратних платформах: мікроконтролери типу AVR ATmega16, процесори типу IA32 та програмовані логічні схеми (ПЛІС) Altera Stratix III.
· Створення нових швидкодіючих високоточних ЦДА-структур рекурсивних генераторів квадратурних сигналів та колових інтерполяторів спрощеної будови.
· Розроблення, на основі нових принципів організації CORDIC-структур, перетворювачів з покращеними метрологічними характеристиками, зокрема, адаптивних арктангенсних, ареа-тангенсних, експоненціальних, логарифмічних перетворювачів.
Об’єкт дослідження – процес функціонального перетворення інформації (обчислення функцій), що має форму число-імпульсного та позиційного коду.

Предмет дослідження – принципи, методи та засоби ітераційного обчислення функцій.

Методи досліджень. У роботі використані теоретичні основи інформаційно-вимірювальної техніки, основи функціонального аналізу, чисельних методів, методів наближення функцій, лінійної алгебри, комп’ютерної арифметики, методів синтезу цифрових автоматів. Результати теоретичних досліджень перевірялися шляхом імітаційного моделювання та за допомогою систем автоматизованого проектування ПЛІС.
Наукова новизна одержаних результатів полягає в наступному:
1. Розвинуто теорію обчислення елементарних функцій ітераційним ЦДА-методом зі сталим кроком шляхом запровадження опису функціонування структур рекурентними рівняннями, розв’язки яких дозволяють оцінити методичні похибки отриманих результатів. Вперше отримано аналітичні розв’язки рекурентних лінійних рівнянь другого та четвертого порядків з комплексними коренями для однокрокових та двокрокових формул чисельного інтегрування.
2. Узагальнено класичний метод CORDIC та вперше створено теорію обчислення елементарних функцій гібридним методом CORDIC шляхом поєднання методів цифрового диференціального аналізатора зі змінним кроком та гібридного способу обчислення, а також створення нових ітераційних формул зі зменшеним коефіцієнтом деформації модуля вектора, що забезпечує підвищення швидкодії обчислень приблизно у два та більше рази при тій же точності .
3. Розвинуто теорію методу функціональних ітерацій, у якій вперше аналітично описано похибки лінійних та нелінійних ітераційних процесів, що дозволило створити спосіб адитивної корекції результатів обчислень на кожній ітерації, використання якого зменшує значення абсолютної похибки (від 2 до сотень тисяч разів у залежності від кількості ітерацій), а також запропоновано алгоритм вибору оптимальних початкових наближень, що підвищує швидкодію обчислень. Запропоновано структуру для обчислення обернених значень функції, що в два рази зменшує апаратні витрати на її реалізацію з одночасним підвищенням точності обчислень.
4. На основі розроблених алгоритмів ЦДА-методу зі сталим кроком вперше реалізовано цифровий генератор квадратурних сигналів та коловий інтерполятор спрощеної будови без методичної похибки.
5. Вперше запропоновано та реалізовано підхід для суттєвого розширення функціональних можливостей методу CORDIC, який дав можливість виконувати обчислення з базовими показниковими та логарифмічними функціями з довільною основою (не тільки основою 
[image: image1.wmf]e

) без жодних схемних ускладнень процесорів.
6. Вперше запропоновано гібридний спосіб побудови  функціональних процесорів типу “поворот вектора”, у якому використано поєднання класичного та вільного від масштабування CORDIC-методів і множення на скоригований залишковий кут, завдяки чому підвищується швидкодія та спрощується структура процесорів за рахунок економії двох вихідних масштабуючих матричних помножувачів .

Практичне значення одержаних результатів.
1. Результати, одержані у дисертаційній роботі, дають можливість покращити метрологічні характеристики структур ітераційних обчислювачів елементарних функцій.
2. На основі розробленої теорії ЦДА-методу зі сталим кроком реалізовано цифровий генератор синусоїдальних сигналів для генерування квадратурних гармонічних сигналів методом прямого цифрового синтезу з можливістю оперативного керування частотою вихідних сигналів, що мають мінімальні амплітудні і фазові похибки та високу спектральну чистоту.
3. На основі розробленої теорії обчислення елементарних функцій гібридним методом CORDIC створено та досліджено структуру швидкодіючого цифрового конвеєрного обчислювача функцій синуса та косинуса.
4. На основі створеної теорії обчислення елементарних функцій гібридним методом CORDIC реалізовано гібридний обчислювач синуса та косинуса у мікроконтролерному варіанті.
5. Розроблена теорія обчислення елементарних функцій гібридним методом CORDIC дозволяє реалізувати прямі та обернені гіперболічні функції.
6. На основі запропонованого узагальнення класичного методу CORDIC в режимах «обертання» та «вектор» показано можливість побудови реконфігурованого обчислювача елементарних функцій з розширеними функціональними можливостями.
У відповідності до угоди між «НВПП «Спаринг-Віст Центр» (м. Львів) і кафедрою безпеки інформаційних технологій Національного університету «Львівська політехніка», при безпосередній участі автора, розроблені документація і прикладні програми, які були використані при створенні швидкодіючих апаратно-програмних засобів опрацювання імпульсних і цифрових сигналів для багатофункціональних пристроїв вимірювання параметрів іонізуючого випромінювання.
Матеріали дисертації використовувались в навчальному процесі кафедри безпеки інформаційних технологій Національного університету “Львівська політехніка” в курсі “Спеціалізовані методи обчислень для інформаційно-комунікаційних систем”, дипломному проектуванні, магістерських роботах та дослідженнях аспірантів.

Особистий внесок здобувача. Усі основні наукові результати отримано автором самостійно. У роботах, що опубліковані у співавторстві, дисертанту належать постановка задач, концепції та принципи побудови, основні математичні викладки, розробка математичних моделей і аналіз результатів. 

Апробація та результати дисертації. Основні положення та результати виконаних у дисертації досліджень доповідались і обговорювались на 9 міжнародних і республіканських науково-технічних конференціях, симпозіумах і семінарах, зокрема TCSET’2000. – Lviv-Slavsko, Ukraine, 2009; ACSN-2009 – Lviv, Ukraine 2009; EWDTS-2012 – Kharkiv, Ukraine; IEEE International Conference on consumer Electronics.– Las-Vegas, USA, 2011.

Публікації результатів досліджень. За темою дисертації опубліковано монографію, 37 наукових праць, у тому числі 22 статті у фахових періодичних виданнях, отримано 9 Авторських свідоцтв на винаходи. 

Структура та обсяг дисертації. Дисертаційна робота складається із вступу, п’яти розділів, висновків, списку використаних джерел з 387 найменувань і додатків, викладена на 312 сторінках друкованого тексту, містить 280 сторінок основного тексту, 100 рисунків, 92 таблиць. 

ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ

У Вступі відображено актуальність проблеми, обґрунтовано мету та основні задачі дослідження. Показано зв’язок роботи із науковими програмами, планами, темами. Сформульовано наукову новизну отриманих результатів та їх практичне значення. Наводяться дані про особистий внесок здобувача, апробацію роботи та публікації.
У першому розділі наведено результати критичного аналізу існуючих методів обчислення елементарних функцій, зокрема, досліджені ті особливості методів, які звужують їх застосування при всезростаючих вимогах щодо точності та швидкодії згаданих обчислень. Обчислення функцій може здійснюватися різноманітними методами, основними з яких є табличні, таблично-алгоритмічні, апроксимаційні та ітераційні. Однією з важливих задач теорії сучасних методів обчислення функцій є обчислення елементарних функцій. Серед усього різноманіття існуючих методів обчислення елементарних функцій (ЕФ) виділено наступні основні методи: розклад в ряд Тейлора (степеневі поліноми), апроксимацію з допомогою різних поліномів, табличні методи, раціональні наближення ЕФ, використання ланцюгових дробів, ітераційні (рекурентні).

До ітераційних методів обчислення функцій можна віднести метод цифрового диференціального аналізатора (ЦДА), метод псевдоповороту вектора (метод CORDIC – COordinate Rotation DIgital Computer) та метод функціональних ітерацій –  усі вони описуються рекурентними рівняннями.

Теоретичні основи методу ЦДА для реалізації функцій однієї змінної шляхом розв’язування породжуючих диференціальних рівнянь були розроблені К. Шенноном, який довів, що систему звичайних диференціальних рівнянь можна розв’язати із застосуванням лише інтеграторів і суматорів.
Встановлено, що основним стримуючим фактором для подальшого розвитку методу ЦДА є використання лише диференціальних рівнянь для організації структур і опису їх функціонування та ігнорування рекурентних рівнянь як дискретних аналогів диференціальних рівнянь, які адекватно описують ітераційні процеси, що відбуваються в них.

Метод CORDIC, залишаючись одним із найпопулярніших ітераційних методів обчислення багатьох трансцендентних функцій, і донині базується лише на використанні явного методу Ейлера для дискретизації породжуючих диференціальних рівнянь, не дозволяючи розкрити потенційні можливості методу у повній мірі. Основний його недолік – низька точність (це метод лише першого порядку точності). Саме ця обставина не дає змоги підняти швидкодію методу.

Метод функціональних ітерацій використовує лише ідеалізований опис ітераційних процесів, що відбуваються в них, хоч вони теж піддаються дослідженню з допомогою рекурентних рівнянь.

У другому розділі представлено розвиток теорії методу цифрового диференціального аналізатора (ЦДА). В основі теорії обчислення функцій таким методом  лежать породжуючі диференціальні рівняння, розв’язки яких і дають шукані функції. При реалізації функцій операційними блоками ЦДА-структур, до складу яких входять інтегратори, суматори, слідкуючі інтегратори, схеми додавання та віднімання і т.д., породжуюче диференціальне рівняння дискретизується і тоді розв’язки представляються у вигляді функцій, що визначені на дискретній множині точок осі незалежної змінної (аргумента). Таким чином, у методі ЦДА неперервна функція незалежної змінної зображується у вигляді гратчастих функцій. Тому алгоритми роботи структур ЦДА слід описувати за допомогою рекурентних рівнянь.

Вибір методу дискретизації породжуючого диференціального рівняння відіграє дуже важливу роль, оскільки безпосередньо впливає на значення методичної похибки обчислень. Адже причиною появи методичної похибки є те, що при заданих початкових або граничних умовах розв’язки рекурентних рівнянь, що описують роботу структури ЦДА, лише наближено збігаються з відповідними розв’язками породжуючих диференціальних рівнянь, що описують в ідеальному вигляді роботу досліджуваного обчислювача. Інша похибка обчислень, властива структурам ЦДА, це похибка заокруглень, яка доволі просто зменшується вибором відповідної розрядності операційних блоків ЦДА.

Для дискретизації систем породжуючих диференціальних рівнянь можна використати різноманітні методи чисельного інтегрування – явні та неявні, однокрокові, двокрокові та багатокрокові. Однак, при цьому необхідно враховувати також складність апаратної реалізації таких формул у структурах ЦДА. У цьому розділі досліджено методи дискретизації систем лінійних диференціальних рівнянь, які є породжуючими для багатьох елементарних функцій, зокрема, тригонометричних та гіперболічних. Результати досліджень дозволяють встановити методи чисельного інтегрування, які, маючи найпростішу апаратну реалізацію, забезпечують обчислення із заданою точністю.

Метод ЦДА зі сталим  кроком реалізується для систем диференціальних рівнянь, записаних у нормальній формі, типу
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 При застосуванні будь-якого однокрокового методу інтегрування при дискретизації системи (3) отримуємо систему рекурентних рівнянь в загальній формі 
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 – матриця псевдоповороту (псевдоротації) у неявному вигляді, елементи якої задаються тим чи іншим методом чисельного інтегрування системи. При обчисленні (генерації) синусоїдально-косиноїдальних сигналів елементи 
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Метою багатьох досліджень саме системи (4) є розробка алгоритмів обчислень, які мають простішу апаратну реалізацію за рахунок зменшення кількості операцій множення. Обчислювачі такого типу знаходять широке використання при побудові рекурсивних генераторів синусоїдальних сигналів, зокрема генераторів квадратурних сигналів.

На прикладі системи (3) показано використання різних методів дискретизації таких як метод Ейлера, модифікований метод Ейлера, метод Рунге-Кутта ІІІ порядку та ін., які зведено у таблицю 1. (тут 
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Таблиця 1

Методи дискретизації системи рівнянь (3)

	№
	Метод
	Система рекурентних рівнянь

	1)
	Метод Ейлера
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	2)
	Модифікований метод Ейлера (метод Рунге-Кутта ІІ порядку)
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	3)
	Неявний метод трапецій
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	4)
	Метод Рунге-Кутта ІІІ порядку
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	5)
	Модифікований автором метод Рунге-Кутта ІІІ порядку
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EMBED Equation.3[image: image33.wmf])

2

,

2

(

1

2

k

y

h

t

f

h

k

n

n

+

+

=



EMBED Equation.3[image: image34.wmf])

2

,

(

2

3

k

y

h

t

f

h

k

n

n

+

+

=


	
[image: image35.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

-

-

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

n

n

n

n

y

x

y

x

2

1

8

)

8

(

2

1

2

3

3

2

1

1

e

e

e

e

e

e



[image: image36.wmf]64

1

det

6

e

+

=

A



	6)
	Метод Рунге-Кутта ІV порядку
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	7)
	Метод Рунге-Кутта –Мерсона ІV порядку
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	8)
	Метод Рунге-Кутта-Фельберга V порядку
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	9)
	Магічне коло (Magic circle)
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	10)
	Генератор на одному помножувачі (Mitra oscillator)
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	11)
	Генератор на одному помножувачі, запропонований автором
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При проведенні 
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 ітерацій за методом (4) при сталому кроці інтегрування виникає проблема обчислення 
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(5)

Для обчислення 
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 можна скористатись відомою методикою, розробленою Стренгом, що базується на зведенні матриці 
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 до діагонального вигляду, використовуючи при цьому власні числа і власні вектори матриці.

Розв’язки для рекурентних рівнянь табл.1 зведено у таблицю 2.

Таблиця 2
Розв’язки систем рекурентних рівнянь для синусно-косинусних 
генераторів ЦДА
	Р-ня
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Опис вихідних сигналів генераторів у формі рівнянь таблиці 2 дає можливість оцінити методичні похибки таких пристроїв і вказати шляхи їх зменшення. Наприклад, якщо використати ще один помножувач у генераторі (9), то можна усунути небажану синусну складову в 
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 генератор практично квадратурним (або суттєво зменшить радіальну похибку для колового інтерполятора). Введення ще одного помножувача у схему генератора (10) дає змогу вирівняти амплітуди sin- та cos- складових шляхом  множення 
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Автором також розроблено узагальнений метод розв’язування лінійних рекурентних рівнянь другого порядку, підсумкові результати яких показано нижче: 
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Тут використано власні числа матриці обертання 
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, які є комплексними попарно спряженими числами 
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Таким чином, для опису роботи будь-якого рекурсивного цифрового генератора другого порядку потрібно мати лише його матрицю 
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 і початкові умови 
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У роботі також проаналізовано використання двокрокових формул Адамса-Башфорта на прикладі системи рівнянь (3):
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(6)
У цьому випадку система рекурентних рівнянь з матрицею 
[image: image106.wmf]A

 має вигляд
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Отримано аналітичний розв’язок для такої системи, який тут не наводиться у зв’язку з його громіздкістю.
Для дискретизації системи (6) можна використати також двокроковий метод Нистрьома (Nystrom) :
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(7)

У такому випадку, дискретизована система (6) набуде вигляду:
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(8)

при наступних початкових умовах:
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У цьому випадку система рекурентних рівнянь з матрицею 
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 має вигляд
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Розв’язком такої системи є рівняння 
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	Рис. 1. Цифровий генератор тригонометричних синусно-косинусних сигналів



Ці рівняння лежать в основі функціонування цифрового генератора синусоїдальних сигналів, схема якого представлена на рис.1, де 1 – схема віднімання, 2 і 3 – перший і третій регістри, 4 і 5 – перший і другий помножувачі, 6 – схема додавання, 7 і 8 – другий і четвертий регістри.
	
[image: image116.wmf]2

3

1

4

+

+

w

n

+

2

w

n

+

1

w

n

exp

(+)

2

3

1

4

+

_

w

n

+

2

w

n

+

1

w

n

exp

(

-

)



	Рис.2. Цифрові генератори експонент на одному помножувачі


Як бачимо, такий генератор містить усього два помножувачі, на відміну від відомої “зв’язаної” форми генератора, який має у своєму складі чотири помножувачі. Як доведено у роботі, істотне спрощення структури веде до зменшення похибок перетворення і підвищення точності відтворення квадратурних сигналів.

Майже аналогічну будову має цифровий генератор гіперболічних синусно-косинусних сигналів, який працює за такими рекурентними рівняннями:



[image: image117.wmf]1

2

1

2

2

2

+

+

+

+

+

=

+

=

n

n

n

n

n

n

x

y

y

y

x

x

e

e


(9)

з такими початковими умовами:
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На основі проведених теоретичних досліджень автором також запропоновані цифрові генератори експонент простої структури з використанням лише одного помножувача (початкові умови 
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)  (див. рис.2).
Всі вище описані ЦДА-генератори здійснюють перетворення без методичної похибки.

У цьому ж розділі описано структури на базі методу ЦДА з однорозрядними приростами. Метод ЦДА з однорозрядними приростами є незамінним способом обчислень при функціональній обробці частотно-часових параметрів сигналів, в комп’ютерній графіці, в системах числового програмного управління (ЧПУ) механічних оброблювальних центрів та верстатів, тому що дискретизація аргумента, наприклад, часових інтервалів у такому випадку відбувається з найменшою похибкою за рахунок формування число-імпульсного коду. При цьому крок дискретизації аргумента 
[image: image120.wmf]t

 є мінімально можливим і складає 
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 – число розрядів обчислювача. Такий крок дозволяє нехтувати методичними похибками, які виникають при заміні диференціальних рівнянь рекурентними. Тому тут на перше місце ставиться вимога оптимальної будови структур число-імпульсних  функціональних  перетворювачів (ЧІФП) з точки зору апаратних затрат та досягнення максимальної точності. Розглянуті структури ЧІФП, які працюють за даним принципом, тобто за методом ЦДА з однорозрядними приростами, для реалізації прямих та обернених тригонометричних та гіперболічних функцій, таких як 
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Запропоновано використати старт-стопні режими роботи структур ЦДА як спосіб розширення їх функціональних можливостей за рахунок обчислення обернених функцій. Такий спосіб обчислень непридатний для розгортуючого функціонального перетворення, тобто обчислення обернених функцій у режимі нелінійної розгортки і може використовуватись лише для обчислення одиночних значень обернених функцій,таких як 
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Похибка перетворення ЧІФП у значній мірі залежить від початкового вмісту регістрів помножувачів, що входять до складу пристроїв. Для вибору оптимальних значень максимальних від’ємних і додатних абсолютних похибок структур ЦДА з однорозрядними проростами, які, за своєю суттю, є число-імпульсними функціональними перетворювачами, було розроблено критерій оцінки точності обчислень:
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Суть даного критерію полягає у тому, що при переборі всіх можливих початкових значень регістрів помножувачів ЧІФП визначається мінімальне значення коефіцієнта k, при якому значення максимальної додатної та від’ємної абсолютних похибок обчислень рівновіддалені від нуля. Використання критерію дозволяє зменшити похибки ЧІФП для обчислення багатьох нелінійних функцій до значень 0.5-0.8 о.м.р. (одиниць молодшого розряду) вирівняти їх розподіл відносно нуля.

Третій розділ присвячено теоретичному обґрунтуванню та узагальненню методу ЦДА з багаторозрядними приростами і зі змінним кроком з інтегруванням породжуючих диференціальних рівнянь з подальшим його представленням у формі рекурентних рівнянь та їх відповідних розв’язків. Такий спосіб обчислень значно підвищує швидкодію ЦДА-пристроїв. Реалізація методу ЦДА зі змінним кроком вимагає використання лише однокрокових методів чисельного інтегрування, які мають властивість самостартування. Показано, що інтегрування різних диференціальних рівнянь явним методом Ейлера зі змінним кроком описує алгоритми такого широко відомого методу як CORDIC. Доведено необхідність використання також інших однокрокових методів чисельного інтегрування (крім явного методу Ейлера), які допускають просту апаратну реалізацію і дозволяють підвищити швидкодію методу. Зокрема, розглянуто використання з цією  метою вдосконаленого методу Ейлера (методу Хойна) і модифікованого автором методу Рунге-Кутта III порядку, а також запропоновано  ітераційні формули вищих порядків. Досліджено гібридний метод обчислень на основі переглядових таблиць на базі постійних запам’ятовуючих пристроїв (ПЗП), CORDIC та вихідних лінійних множень, що дозволяє суттєво підвищити швидкодію обчислень без схемотехнічних (апаратних) ускладнень пристроїв. Окрім того, розглянуті асинхронні режими методу CORDIC, які орієнтовані на програмну реалізацію на таких ресурсно-обмежених платформах як мікроконтролери.
Метод CORDIC як метод ЦДА з багаторозрядними приростами і зі змінним однорозрядним кроком реалізується, наприклад, для систем диференціальних рівнянь типу (3). При застосуванні будь-якого однокрокового методу інтегрування (тобто при дискретизації цієї системи рівнянь) отримуємо систему рекурентних рівнянь в загальній формі 
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де 
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 – матриця псевдоповороту (псевдоротації), елементи якої 
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 та 
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 задаються тим чи іншим однокроковим методом чисельного інтегрування системи і є наближеними значеннями синуса та косинуса кута 
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 “ідеальної” матриці обертання 
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  (12)
Слід зауважити, що в CORDIC-методі можна використовувати лише матриці типу (11), тобто з рівними за модулем діагональними елементами. 

 Для того, щоб виявити, який реальний поворот має місце при використанні даної матриці псевдоповороту 
[image: image138.wmf]i
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 (на який кут відбувається обертання та яка деформація вноситься у модуль вектора, що обертається), необхідно представити цю матрицю в явному вигляді. Іншими словами, необхідно виразити елементи цієї матриці через синуси-косинуси кута обертання та коефіцієнт деформації модуля вектора. Це дозволяє зробити перехід від систем різницевих рівнянь типу (11) до систем еквівалентних різницевих рівнянь, які будуть свідчити про здійснення ітераційного процесу з обчислення функцій синуса та косинуса. На основі методу діагоналізації Стренга автором було запропоновано представляти матрицю псевдоповороту 
[image: image139.wmf]i

A

 у явному вигляді таким чином:
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(13)

де 
[image: image141.wmf]i
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 – коефіцієнт деформації, 
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 – кут, на який повертається вхідний вектор при застосуванні матриці 
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При обчисленні функцій гіперболічного синуса та косинуса методом ЦДА зі змінним кроком матриця псевдоповороту 
[image: image146.wmf]i
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 у неявній формі матиме вигляд:
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а у явній формі зобразиться наступним чином
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тут 
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Як випливає з аналізу матриць псевдоповоротів 
[image: image151.wmf]i
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, представлених в явному вигляді, на кожній ітерації відбувається як деформація модуля вектора на коефіцієнт 
[image: image152.wmf]i
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, який називається коефіцієнтом деформації модуля вектора, так і деформація кута обертання (мікроротації).

Похибка деформації модуля вектора визначається за формулою:


[image: image153.wmf]1

mod

-

=

D

i

ul

r

,





 (16)

а похибка деформації кута мікроротації:
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Ці дві похибки є надзвичайно важливими параметрами, які впливають на точність і швидкодію CORDIC-алгоритмів і визначають структуру відповідних пристроїв. При аналізі того чи іншого CORDIC-алгоритму необхідно визначати умови, з яких шукається значення 
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 таке, починаючи з якого такі деформації відсутні (позначаються як 
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). Тобто спотворення результатів, які вносяться такими деформаціями, будуть незначними і виходити за межі розрядної сітки. При цьому вимагається, щоб обидві похибки – 
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 були меншими за 
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 − граничне значення абсолютної похибки обчислень для 
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 вірних дробових розрядів.

Якщо для дискретизації системи рівнянь (3) використати явний метод Ейлера як метод найпростішої схемотехнічної реалізації, то отримаємо, що при обчисленні функцій тригонометричного синуса та косинуса методом ЦДА зі сталим кроком використовується система рекурентних рівнянь (1) з таблиці 1. Дані рекурентні рівняння та їх розв’язки лежать в основі класичного методу CORDIC, який є ЦДА-методом обчислення функцій тригонометричного синуса та косинуса зі змінним кроком з багаторозрядними приростами, таким що 
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 – кількість двійкових розрядів обчислювача. Назвемо цей метод методом першого порядку точності. Показано, що класичний CORDIC використовує декомпозицію вхідного кута 
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 в арктангенсному базисі (АТ-базисі) типу 
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, тобто варіант двостороннього повороту вектора. Розглянуто рекурентні рівняння (ітераційні процеси) для класичного методу CORDIC у режимі “обертання” для колової та гіперболічної систем координат. Показано також, що режим роботи “векторний” для колової та гіперболічної систем координат відповідають старт-стопним режимам роботи відповідних ЦДА-структур зі змінним кроком інтегрування.

Для уніфікації методу CORDIC автором запропоновано наступний варіант узагальнення двох режимів роботи для різних систем координат:
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де 
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– параметр, що вказує на систему координат, в якій працює CORDIC (
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Автором запропоновано суттєво розширити функціональні можливості класичного CORDIC-методу за рахунок обчислення класу функцій типу 
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Самі ж рівняння при цьому зберігають форму відповідних рівнянь класичного CORDIC-методу і призначені, в основному, для апаратної конвеєрної реалізації.
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Структуру відповідного обчислювача паралельної архітектури наведено на рис 3.
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	Рис.3. Паралельний процесор для обчислення показникової функції
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Тут 
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а значення параметрів 
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При використанні вдосконаленого методу Рунге-Кутта ІІІ-го порядку система рекурентних рівнянь має вигляд:
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а значення параметрів 
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В обох випадках використано декомпозицію вхідного кута 
[image: image231.wmf]j

 в АТ-базисі типу 
[image: image232.wmf]}

1

,

0

{

+

=

=

i

a

i

s

, тобто варіант одностороннього повороту вектора. Його характерною особливістю є пропускання ітерацій при 
[image: image233.wmf]0

=

i

a

, що дає суттєве підвищення швидкодії.

У роботі запропоновано також і спосіб отримання формул вищих порядків, які зведено у таблицю 3.
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Запропоновано спосіб зменшення впливу коефіцієнта деформації модуля вектора на спотворення результатів обертання на кожній ітерації для  будь-якого порядку формул, якщо на кожній ітерації результати домножувати на величину 
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В загальному випадку коригування величин 
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які знову включаються в ітераційний процес. Значення 
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де 
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Таблиця 4
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Для прикладу наведемо значення коефіцієнта деформації для різних формул при 
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Як бачимо відбулось суттєве (на порядки і більше) зменшення значення коефіцієнта деформації модуля вектора. Дані дослідження створюють теоретичну базу для побудови високоточних швидкодіючих CORDIC-пристроїв принципово іншої будови.
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 до найближчого цілого з надлишком).

Таблиця 5
Значення параметрів 
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Як випливає з аналізу даних цієї таблиці, починаючи з приблизно (
[image: image341.wmf]3
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m

)- ітерації можна будувати з використанням методів другого і вище порядків CORDIC-процесори, вільні від похибок деформації модуля вектора і деформації кута мікроротації. Однак недоліком такого підходу є великий об’єм пам’яті, необхідний для реалізації такого типу процесорів. Різко зменшити об’єми пам’яті можна, якщо виключати лише деформації модуля вектора, а деформації кута мікроротації враховувати на заключних стадіях обчислень. 

Тому запропоновано гібридний метод обчислень, у якому використано раціональне поєднання трьох методів – табличного, ітераційного та методу кусково-лінійної апроксимації. Кожен з цих методів реалізуються з допомогою переглядових таблиць ПЗП, вільних від масштабування (ВВМ) CORDIC-стадій та вихідних помножувачів відповідно. У нижченаведеному прикладі побудови тригонометричних синусно-косинусних процесорів різної розрядності 
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 використано саме цей метод обчислень. Тут вхідний кут 
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 розбито на три групи, які обробляються послідовно з допомогою ПЗП, ВВМ CORDIC та вихідними помножувачами. Розподіл кожної з груп по ітераціях подано нижче в таблиці 6.

Таблиця 6
Розподіл ітераційних формул для процесорів різної розрядності 
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Корекція кута:
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Вихідне множення:
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Структурна схема 32-бітного процесора подана на рис. 4
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	Рис.4. 32-бітний синусно-косинусний процесор


Схема вихідного помножувача зображена нижче:
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	Рис.5. Вихідний помножувач для 32-бітного синусно-косинусного процесора


У такого типу процесорах застосовано помножувач розміру 
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, який побудовано за принципом зсув-додавання, де використовується лише 
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 стадій конвеєра замість 
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 стадій у процесора, побудованого за класичним CORDIC-методом. Такий підхід дозволяє розпаралелити другу половину ітерацій класичного CORDIC-методу у просторі і часі, зменшити число стадій конвеєра і суттєво підняти швидкодію. Наприклад, у 32-бітному CORDIC-процесорі 16 останніх ітерацій заміняються на 5 ітерацій типу зсув-додавання, а у 64-бітному – 32 на 6.

Гістограма розподілу кількостей ітерацій на одне значення вхідного кута для 32-бітного CORDIC-процесора зображена на рис.6:
	

	Рис.6. Гістограма розподілу кількостей ітерацій для значень вхідного кута


Як випливає з аналізу даних цієї гістограми близько 96% всіх обчислень зосереджено у проміжку від 9 до 15 ітерацій на одне значення вхідного кута, який знаходиться у діапазоні 
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. Для 103022 випадково обраних значень вхідного кута для цього ж процесора загальна кількість ітерацій складала 1236901 значень, у той час як у класичному алгоритмі ця кількість становить 3296704 значень, виграш за числом ітерацій складає 2.66 рази. Середнє і максимальне число ітерацій на одне значення кута для 
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-бітних CORDIC-процесорів наведено у таблиці 7.

Таблиця 7

Розподіл кількості ітерацій на одне значення кута для 
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-бітних 
CORDIC-процесорів (див. табл. 6)
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	16
	24
	32
	53
	64
	128

	Середнє число ітерацій
	7
	10
	12
	17
	19
	30

	Максимальне число ітерацій
	9
	14
	18
	27
	30
	52


За аналогічним принципом побудовані гіперболічні синусно-косинусні процесори різної розрядності, де використовуються матриці псевдоповороту типу (22), (26). 

Надзвичайно складною з точки зору апаратної реалізації є операція “поворот вектора” на кут 
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, де початковий вектор може бути заданий довільними значеннями 
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. Для усунення впливу деформації модуля вектора традиційні схемні рішення (наприклад, генератори параметризованих модулів фірми XILINX) передбачають наявність двох матричних помножувачів для масштабування результатів обчислень, що значно ускладнює такі пристрої. Автором запропонований оригінальний підхід, який полягає у використанні на початкових стадіях ітераційного процесу обертань класичного CORDIC-методу з простою схемною компенсацією результатів деформації та подальшим використанням ітераційних формул високих порядків та множень на скоригований залишковий кут. Для прикладу, нижче наведено алгоритм “повороту вектора” для 24-бітного CORDIC-процесора при 
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Корекція кута:
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Вихідні множення:
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Зауважимо, що даний підхід може бути легко поширений і на більшу кількість розрядів процесора, якщо використати ітераційні формули вищих порядків з таблиці 3.

У четвертому розділі досліджено питання підняття точності методу функціональних ітерацій. Зокрема, вивчались ітераційні процеси для рівнянь типу 
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 та застосуванні до наведеного рівняння формул Ньютона-Рафсона отримуються відомі ітераційні формули (нелінійні рекурентні рівняння) для добування квадратного кореня, оберненого квадратного кореня, обчислення оберненої величини відповідно. Окремі рекурентні рівняння (лінійні і нелінійні) та вперше отримані автором їх розв’язки наведено у таблиці 8 (тут 
[image: image448.wmf]0

y

 – початкове наближення).

Таблиця 8

Рекурентні рівняння та їх розв’язки для різних обчислюваних функцій
	Функція
	Рекурентне рівняння
	Розв’язок
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На основі таких розв’язків були сформoвані строгі аналітичні вирази поточних похибок, а це у свою чергу дало можливість теоретичного дослідження їхніх властивостей. Зокрема, на основі аналізу цих виразів можна визначати способи їх зменшення та проводити оптимальний, з точки зору точності та числа ітерацій, вибір початкових наближень. 

Автором запропоновано спосіб адитивної корекції результатів обчислень на кожній ітерації, який дозволяє суттєво зменшити похибки – від двох до сотень тисяч разів і більше у залежності від числа ітерацій. Результати таких досліджень для відомих лінійних початкових наближень типу 
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, які мінімізують відносну похибку наближень, зведено у наступних трьох таблицях – 9, 10, 11. Тут 
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Таблиця 9

Похибки обчислення функції 
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	Рис.7. Абсолютні похибки обчислення оберненої величини для 
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Таблиця 10

Похибки обчислення функції
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Таблиця 11

Похибки обчислення функції 
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Слід зауважити, що даний спосіб можна застосовувати для будь-якого виду початкових наближень – сталих, лінійних, квадратичних. 

Автором запропоновано також схему пристрою для ділення, збудованого на одному помножувачі з використанням способу зміщення для зменшення похибок обчислень.

У роботі також проведено вибір початкових наближень (сталих, лінійних, квадратичних) для обчислюваних функцій. Для прикладу, у таблиці 12 показані вирази у загальній формі для коефіцієнтів 
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 лінійних початкових наближень з мінімізацією відносної похибки для будь-якого інтервалу 
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Таблиця 12
Апроксимуючі коефіцієнти 
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початкового наближення 
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	Апроксимуючі коефіцієнти 
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П’ятий розділ присвячено практичній реалізації розроблених алгоритмів обчислення елементарних функцій на таких платформах як мікроконтролери типу AVR ATmega16, процесори типу IA32 та програмовані логічні схеми (ПЛІС) Altera Stratix III.
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	Рис.8. Результати обчислень тригонометричних синуса та косинуса на платформі ІА32 (х86): а) – класичний CORDIC; б) – залишкове множення (апаратне); в) – залишкове множення (add-shift); г) – табличний метод; д) – гібридний CORDIC


Зокрема, на рис.8 показано результати порівняння швидкодії (через кількість тактів) різних алгоритмів для 32-бітних обчислень тригонометричних синуса та косинуса на процесорі типу IA32 (див. табл.6). Запропонований автором гібридний метод у 2.25 рази перевищує за швидкодією класичний CORDIC- метод, перевищуючи його і за точністю обчислень (рис.9). 
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	Рис.9. Максимальні значення похибок (о.м.р.) а) – класичний CORDIC; б) – залишкове множення; в) – гібридний метод


Ще кращі результати отримані при реалізації цих методів для 16-бітних обчислень тригонометричних синуса та косинуса (див. табл.6) на мікроконтролері типу AVR ATmega16 (див. рис.10). Тут досягнуто підвищення швидкодії у 5.35 разів.
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	Рис.10. Середня кількість тактів обчислення функцій sin(x) та cos(x), реалізація на асемблері МК ATmega16 класичним (а) та гібридним CORDIC методом (б)


Результати імплементації на ПЛІС звичайного та гібридного 16-бітних тригонометричних синусно-косинусних CORDIC-процесорів наведено у таблиці 13. Алгоритми реалізовано на ПЛІС Altera Stratix III (EP3SL340F1517C2) версії 9.0 за допомогою пакету розробки Quartus II.

                                                                                      Таблиця 13
Результати імплементації синусно-косинусних CORDIC-процесорів

	
	Звичайний

CORDIC
	Гібридний

CORDIC
	Співвідношення

(%)

	Конвеєрні етапи
	16
	9
	56

	Логічні елементи
	984
	372
	38

	Блоки DSP
	0
	8
	-

	Затримка (нс)
	50
	29
	58

	Пропускна здатність (
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/c)
	320
	306
	96


Тут теж досягнуто підвищення швидкодії практично у 2 рази.
ВИСНОВКИ

У дисертації наведено теоретичне узагальнення і нове вирішення важливої наукової проблеми підвищеної швидкодії та точності ітераційних методів обчислення елементарних функцій, що виявляється у вдосконаленні та розвитку методів цифрового диференціального аналізатора, псевдоповороту вектора та функціональних ітерацій. Вирішення даної проблеми дозволило створити нові алгоритми і структури обчислювачів підвищеної швидкодії та точності.

В ході виконання досліджень було отримано такі результати:

1. Розвинуто теорію обчислення елементарних функцій ітераційним ЦДА-методом зі сталим кроком шляхом запровадження опису функціонування структур рекурентними рівняннями, розв’язки яких дозволяють оцінити методичні похибки отриманих результатів та отримати  розв’язки рекурентних лінійних рівнянь другого та четвертого порядків з комплексними коренями для однокрокових та двокрокових формул чисельного інтегрування. Отримані розв’язки дозволяють зменшити або усунути вплив методичних похибок обчислень.

2. На основі розробленої теорії ЦДА-методому зі сталим кроком реалізовано цифровий генератор синусоїдальних сигналів без методичної похибки для генерування квадратурних гармонічних сигналів методом прямого цифрового синтезу з можливістю оперативного керування частотою вихідних сигналів, що мають мінімальні амплітудні і фазові похибки та високу спектральну чистоту.

3. Узагальнено класичний метод CORDIC шляхом математичного опису функціонування методу у режимі «обертання» і «вектор», що дозволило отримати універсальні формули класичного методу CORDIC. Показана можливість побудови на цій основі реконфігурованого обчислювача елементарних функцій з розширеними функціональними можливостями. 

4. Вперше створено теорію обчислення елементарних функцій гібридним методом CORDIC шляхом поєднання методів цифрового диференціального аналізатора зі змінним кроком, постійних запам’ятовуючих пристроїв та вихідних помножувачів. Розроблена теорія дозволяє реалізувати прямі та обернені тригонометричні, гіперболічні експоненціальні та показникові функції.

5. Запропоновано нові ітераційні формули методу CORDIC зі зменшеним коефіцієнтом деформації модуля вектора, що підвищує швидкодію та точність обчислень.

6. Запропоновано спосіб корекції коефіцієнта деформації модуля вектора для відомих та запропонованих ітераційних формул методу CORDIC.

7. На основі розробленої теорії обчислення елементарних функцій гібридним методом CORDIC створено та досліджено структуру швидкодіючого цифрового конвеєрного обчислювача функцій синуса та косинуса. 

8. На основі створеної теорії обчислення елементарних функцій гібридним методом CORDIC вперше реалізовано гібридний обчислювач синуса та косинуса у мікроконтролерному та ПЛІС варіантах. 

9. Вперше запропоновано та реалізовано підхід для розширення функціональних можливостей методу CORDIC за рахунок обчислення показникової та логарифмічної функцій.

10. Розвинуто теорію методу функціональних ітерацій, зокрема, вперше аналітично описано похибки перетворень, що дозволило створити спосіб сталого змішення результатів перетворень, використання якого зменшує значення абсолютної похибки (від 2 до сотень тисяч разів). 

11. Запропоновано алгоритм вибору оптимальних початкових наближень для обчислення кореня квадратного, оберненої величини та оберненого кореня квадратного, що зменшує похибки обчислень і підвищує їх швидкодію. 

12. Запропоновано структуру для обчислення обернених значень методом функціональних ітерацій, що у два рази зменшує апаратні витрати на її реалізацію.
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АНОТАЦІЯ
Мороз Л.В. Теорія та швидкодіючі апаратно-програмні засоби ітераційних методів обчислення функцій. – На правах рукопису.

Дисертація на здобуття наукового ступеня доктора технічних наук за спеціальністю 05.13.05 – комп’ютерні системи та компоненти. Національний університет “Львівська політехніка”, Львів, 2013.

У дисертації наведено теоретичне узагальнення і нове вирішення важливої наукової проблеми підвищеної швидкодії та точності ітераційних методів обчислення елементарних функцій, що виявляється у вдосконаленні та розвитку методів цифрового диференціального аналізатора, псевдоповороту вектора (CORDIC) та функціональних ітерацій. Вирішення даної проблеми дозволило створити нові алгоритми і структури обчислювачів підвищеної швидкодії та точності. Наведено результати практичної реалізації розроблених алгоритмів обчислення елементарних функцій на мікроконтролерах AVR, процессорах IA32 та програмованих логічних схемах ПЛІС. Показано переваги розроблених алгоритмів у швидкодії, точності обчислень та апаратних затратах.
Ключові слова: ітераційні методи, цифровий диференціальний аналізатор, CORDIC, функціональні ітерації, процесори.

АННОТАЦИЯ

Мороз Л.В. Теория и быстродействующие аппаратно-программные средства итерационных методов вычисления функций. – На правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени доктора технических наук по специальности 05.13.05 – компьютерные системы и компоненты. – Национальный университет “Львівська політехніка”, Львов, 2013.

В диссертации приведено теоретическое обобщение и новое решение научной проблемы совершенствования и развития теории итерационных методов вычисления элементарных функций, в частности, методов цифрового дифференциального анализатора, псевдоповорота вектора и функциональных итераций. Решение данной проблемы позволило создать новые структуры вычислителей повышенного быстродействия и точности.

Представлено развитие теории метода цифрового дифференциального анализатора (ЦДА), показана целесообразность описания алгоритмов работы ЦДА структур с помощью рекуррентных уравнений. Исследовано методы дискретизации систем линейных дифференциальных уравнений, которые являются порождающими для многих элементарных функций (в частности, тригонометрических и гиперболических). Результаты исследований позволили установить методы численного интегрирования, которые, имея самую простую аппаратную реализацию, обеспечивают вычисление с заданной точностью. Автором также разработан обобщенный метод решения линейных рекуррентных уравнений второго порядка. На основе проведенных теоретических исследований автором предложены цифровые генераторы экспонент простой структуры с использованием лишь одного умножителя. Приведено обоснование и обобщение метода ЦДА с многоразрядными приращениями и переменным шагом интегрирования порождающих дифференциальных уравнений с последующим их представлением в форме рекуррентных уравнений и их соответствующих решений, что позволило значительно повысить быстродействие устройств, построенных на их основе. Показано, что интегрирование разных дифференциальных уравнений явным методом Эйлера с переменным шагом описывает алгоритмы такого широко известного метода как CORDIC. Доказана необходимость использования также и других одношаговых методов численного интегрирования, которые допускают простую аппаратную реализацию и позволяют повысить быстродействие метода. Автором предложен и исследован гибридный метод вычислений на основе просмотровых таблиц на базе постоянных запоминающих устройств, CORDIC и исходных линейных умножений, что позволило существенно повысить быстродействие вычислений. Исследован вопрос повышения точности метода функциональных итераций. Автором предложен способ постоянного смещения результатов вычислений (способ аддитивной коррекции результатов вычислений на каждой итерации), который позволил существенно уменьшить погрешности - от двух до сотен тысяч раз и больше в зависимости от числа итераций. Также предложена схема устройства для деления, построенного на одном умножителе с использованием способа смещения. В работе проведен выбор начальных приближений (постоянных, линейных, квадратичных) для вычисляемых функций.
Приведены результаты практической реализации разработанных алгоритмов вычисления элементарных функций на микроконтроллерах AVR, процессорах IA32 и программируемых логических схемах ПЛИС. Показаны преимущества разработанных алгоритмов в быстродействии, точности вычислений и аппаратных затратах.
Ключевые слова: итерационные методы, цифровой дифференциальный анализатор, CORDIC, функциональные итерации, процессоры.
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Theoretical generalization and new decision of scientific problem which appears in perfection and development of theory of iteration methods of calculation of elementary functions is resulted in dissertation, in particular, methods of Digital Differential Analyzer, CORDIC and functional iterations. The decision of this problem allowed to create the new structures of processors of enhanceable fast-acting and accuracy. The results of practical realization of the developed algorithms of calculation of elementary functions are resulted on the microcontrollers of AVR, processors of IA32 and Field-Programmable Gate Array FPGA. Advantages of the developed algorithms are rotined in a speed, exactness of calculations and hardware.
Keywords: iteration methods, digital differential analyzer, CORDIC, functional iterations, processors.
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